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LOI. 



Au palais de Neuilly, le 1 5 juin i8/ia. 

LOUIS-PHILIPPE, Roi des Français, à tous présents et à 
venir, salut. 

Nous avons proposé, les Chambres ont adopté, nous avons 
ORDONNÉ et ORDONNONS ce qui suit : 

ARTICLE PREMIER. 

Il est ouvert au Ministre Secrétaire d'état de l'instruction 
publique, sur l'exercice 184^ ^ un crédit spécial et extraordinaire 
de quarante mille francs , pour être appliqué à une réimpression 
des œuvres scientifiques de Laplace, membre de l'Institut. 

ARTICLE 2. 

Un exemplaire de la nouvelle édition de la Mécanique céleste , 
de l'Exposition du système du monde, et de la Théorie analytique 
des probabilités, sera adressé à chaque chef-lieu de département, 
à toutes les villes qui ont des bibliothèques publiques, et aux 
écoles spéciales. 

ARTICLE 3. 

La portion du crédit de quarante mille francs qui n'aura pu 
être employée pendant le cours de l'exercice 1842 sera reportée 
à l'exercice suivant. 



ARTICLE k. 

Il sera pourvu à la dépense autorisée par la présente loi, au 
moyen des ressources afiFectées à Texercice \%ki parla loi du 
2 5 juin i84i. 

La présente loi, discutée, délibérée et adoptée par la Chambre 
des Pairs et par celle des Députés, et sanctionnée par nous ce- 
jourd'hui, sera exécutée comme loi de TEtat. 

Donnons en mandement à nos Cours et Tribunaux, Préfets, 
Corps administratifs, et tous autres, que les présentes ils gardent 
et maintiennent, fassent garder, observer et maintenir, et, pour les 
rendre plus notoires à tous, ils les fassent publier et enregistrer 
partout où besoin sera; et, afin que ce soit chose ferme et stable 
à toujours, nous y avons fait mettre notre sceau. 

Fait au palais de Neuilly, le 1 5 juin i842. 

Signé LOUIS-PHILIPPE. 



Par le Roi : 

Le Ministre Secrétaire d'état de rinstraction publique, 

Grand Maître de l'Université, 



Signé VlLLBMÂIN. 



Vu et scellé du grand sceau : 

Le Garde des sceaux de France, Ministre Secrétaire d'état 
au département de la justice et des cultes, 

Signé N. Martin (du Nord). 
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PREMIÈRE PARTIE. 



LIVRE PREMIER. 

Des lois générales de l'Équilibre et du mouvement 3. 

Chapitre premier. De Téquilibre et de la composition des forces qui 
agissent sur un point matériel Ibid. 

Du mouvement, de Ja force, de la composition et décomposîtioa des for- 
ces n" 1 eta. 

Équation de Téquilibre d*un point sollicité par un nombre quelconque de 
forces subissantes dans des directions quelconques. Méthode pour déterminer, 
lorsque le point n*est pas libre , la pression qu'il exerce sur la surface , ou sur 
la courbe à laquelle il est assujetti. Théorie des momesKts n® 3. 

Chapitre ii. Du mouvement d'un point matériel page 1 5. 

De la loi d'inertie , du mouvement uniforme et de la vitesse n"* h^ 

Recherche de la relation qui existe entre la force et la vitesse : dans la natmre, 
cette relation est la proportionnalité. Résultats de cette loi n* 5 et 6 

Equations du mouvement d'un point sollicité par des forces quelconques . n*" y. 

Expression générale du carré de sa vitesse. Il décrit la courbe dans laquelle 
l'intégrale du produit de sa vitesse, par l'élément de cette courbe, est im 
miàimum n*' 8. 
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Méthode pour déterminer la pression qu'un point mû sur une surface ou sur une 
courbe exerce sur elle. De la force centrifiige n** 9. 

Application des principes précédents au mouvement d'un point libre animé 
par la pesanteur, dans un milieu résistant. Recherche de la loi de la résistance 
nécessaire pour que le mobile décrive une courbe donnée. Examen particu- 
lier du cas où la résistance est nulle n*" 10. 

Application des mêmes principes au mouvement d'un corps pesant , dans une 
surface sphérique. Détermination de la durée des oscillations du mobile. Les 
oscillations très-petites sont isoclu'ones n^ 11. 

Recherche de la courbe sur laquelle l'isochronisme a lieu rigoureusement, dans 
un milieu résistant , et particulièrement lorsque la résistance est propor- 
tionnelle aux deux premières puissances de la vitesse n"" 1 2. 

Chapitre m. De l'équilibre d*un système de corps page Ao. 

Conditions de l'équilibre de deux systèmes de points qui se choquent avec des 
vitesses directement contraires. Ce que l'on entend par la quantité de mouve- 
ment d'un corps, et par points matériels semblables n* 1 3. 

De l'action réciproque des points matériels. La réaction est toujours égale et 
contraire à l'action. Équation de l'équilibre d'un système de corps, d'où ré- 
sulte le principe des vitesses virtuelles. Méthode pour déterminer les pres- 
sions exercées par les corps sur les surfaces ou sur les courbes auxquelles 
ils sont assujettis n** 1 4. 

Application de ces principes au cas où tous les points du système sont invaria- 
blement unis ensemble : conditions de l'équilibre pour un pareil système. Du 
centre de gravité. Méthode pour déterminer sa position : 1® par rapport à 
trois plans fixes et rectangulaires; i"* par rapport à trois points donnés dans 
l'espace . . . n** 1 5. 

• 

Conditions de l'équilibre d'un corps solide de figure quelconque n*" 1 6. 

Chapitre iv. De l'équilibre des fluides page 53. 

Equations générales de cet équilibre. Application à l'équilibre d'une masse 
fluide homogène dont la surface extérieure est libre , et qui recouvre un noyau 
solide fixe , de figure quelconque n* 1 7. 

Chapitre v. Principes généraux du mouvement d'un système de 
corps page 67. 

Équation générale de ce mouvement • n® 1 8. 
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Développement des principes qu elle renferme. Du principe des forces vives. 11 
ne subsiste que dans le cas où les mouvements des corps changent par des 
nuances insensibles. Moyen d* évaluer Faltération que la force vive éprouve 
dans les variations brusques des mouvements du système n® 19. 

Du principe de la conservation du mouvement du centre de gravité. U subsiste 
dans le cas même où les corps du système exercent les uns sur les autres une 
action finie dans un instant n® 20. 

Du principe de la conservation des aires. Il subsbte comme le précédent, dans 
le cas d'un changement brusque dans le mouvement du système. Détermina- 
tion du système de coordonnées, dans lequel la somme des aires décrites par 
les projections des rayons vecteurs est nulle sur deux des plans rectangulaires 
formés par les axes de ces coordonnées. Cette somme est un maximum sur 
le troisième plan rectangulaire ; elle est nulle sur tout autre plan perpendi- 
culaire à celui-ci n* a 1 . 

Les principes de la conservation des forces vives et des aires ont encore lieu, en 
supposant à Torigine des coordonnées un mouvement rectiligne et uniforme. 
Dans ce cas , le plan passant constamment par ce point , et sur lequel la somme 
des aires décrites par les projections des rayons est un maximum, reste tou- 
jours parallèle à lui-même. Les principes des forces vives et des aires peuvent 
se réduire à des relations entre les coordonnées des distances mutuelles des 
corps du système. Les plans passant par chacun des corps du système, paral- 
lèlement au plan invariable mené par le centre de gravité , jouissent de pro- 
priétés analogues n® 22. 

Principe de la moindre action. Combiné avec celui des forces vives , il donne 
réquation générale du mouvement • n*" aS. 

Chapitre vi. Des lois du mouvement d'un système de corps, dans 
toutes les relations mathématiquement possibles entre la force et la 
vitesse page 74. 

Principes nouveaux qui, dans ce cas général, correspondent à ceux de la con- 
servation des forces vives, des aires, du mouvement du centre de gravité et 
de la moindre action. Dans un système qui n'éprouve point d'actions étran- 
gères, 1** la somme des forces finies du système, décomposées parallèlement 
à un axe quelconque, est constante; 2^ la somme des forces finies pour faire 
tourner le système autour d'un axe est constante ; 3® la somme des intégrales 
des forces finies du système , multipliées respectivement par les éléments de 
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leurs directions, est un minimam : ces trois sommes sont nulles dans Tétat 
d*équilibre n* a 4. 

Chapitre vu. Des mouvements d'un corps solide de figure quel- 
conque page 79. 

Équations qui déterminent les mouvements de translation et de rotation du 
corps n* aS et 26. 

Des axes principaux. En général, un corps n'a qu'un système d'axes principaux. 
Des moments d^inertie. Le plus grand et le plus- petit de ces moments appar- 
tiennent aux axes principaux, et le plus petit de tous les moments d'inertie a 
lieu par rapport à l'un des trois axes principaux qui passent par le centre de 
gravité. Cas où le solide a ime infinité d'axes principaux n** 27. 

Recherche de l'axe instantané de rotation du corps : les quantités qui déterminent 
sa position par rapport aux axes principaux donnent en même temps la 
vitesse de rotation n* 28. 

Équations qui déterminent en fonction du temps cette position et celle des 
axes principaux. Application au cas où le mouvement de rotation est dû à une 
impulsion qui ne passe point par son centre de gravité. Formule pour dé- 
terminer la distance de ce centre à la direction de l'impulsion primitive. 
Exemple tiré des planètes , et , en particulier, de la terre n"" a 9 . 

Des oscillations d'un corps qui tourne à fort peu près autour d'un des axes prin- 
cipaux. Le mouvement est stable autour des axes principaux dont les moments 
d'inertie sont le plus grand et le plus petit; il ne l'est pas autour du troisième 
axe principal n* 3o. 

Du mouvement d'un corps solide autour d'un axe fixe. Détermination du pen- 
dule simple qui oscille dans le même temps que ce corps n® 3 1 . 

Chapitre viti. Du mouvement des fluides page io3. 

Équations du mouvement des fluides, condition relative à leiu* continuité. n° 3^. 

Transformation de ces équations : elles sont intégrables lorsque, la densité étant 
une fonction quelconque de la pression, la somme des vitesses parallèles k 
trois axes rectangulaires, et multipliées chacune par l'élément de sa direction, 
est une variation exacte. On prouve que cette condition sera remplie à tous 
les instants, sielle l'est dans un seul n®33. 

Application des principes précédents au mouvement d'une masse fluide ho- 
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mogène douée d'un mouvement uniforme de rotation autour d un des axes 
des coordonnées n* 34. 

Détermination des oscillations très-petites d'une masse fluide homogène , recou- 
vrant un sphéroïde doué d'un mouvement de rotation n** 35. 

Application au mouvement de la mer, en la supposant dérangée de l'état d'équi- 
libre par l'action de forces très-petites n** 36. 

De l'atmosphère terrestre considérée d'abord dans Tétat d'équilibre. Des oscil- 
lations qu'elle éprouve dans l'état de mouvement, en n'ayant égard qu'aux 
causes régulières qui l'agitent : des variations que ces mouvements produisent 
dans les hauteurs du baromètre n** Sy. 

LIVRE DEUXIÈME. 

De la loi de la pesanteur universelle, et du mouvement des 
centres de gravité des corps célestes p^g^ ^ 2 7. 

Chapitre premier. De la loi de la pesanteur universelle, tirée des phé- 
nomènes Ibid. 

Les aires décrites par les rayons vecteurs des planètes, dans leur mouvement 
autour du soleil, étant proportionnelles aux temps, la force qui sollicite les 
planètes est dirigée vers le centre du soleil , et réciproquement n*" 1 . 

Les orbes des planètes et des comètes étant des sections coniques, la force qui 
les anime est en raison inverse du carré de la distance du centre de ces 
astres à celui du soleil. Réciproquement, si la force suit cette raison , la courbe 
décrite est une section conique n^ a . 

Les carrés des temps des révolutions des planètes étant proportionnels aux 
cubes des grand axes de leurs orbites , ou , ce qui revient au même, les aires 
décrites en temps égal , dans différentes orbites , étant proportionnelles aux 
racines carrées de leurs paramètres, la force qui sollicite les planètes et les 
comètes serait la même pour tous ces corps placés à égale distance du 
soleil n** 3. 

Le mouvement des satellites autour de leurs planètes présentant à peu près les 
mêmes phénomènes que celui des planètes autour du soleil , les satellites sont 
sollicités vers leurs planètes et vers le soleil par des forces récipraques au 
carré des distances n"" A. 

Détermination de la parallaxe lunaire, d après les expériences sur la pesanteur, 



vin TABLE DES MATIERES. 

et dans Thypothèse de la gravitation en raison inverse du carré des distances. 
Le résultat obtenu par cette voie se trouvant parfaitement conforme aux ob- 
servations , la force attractive de la terre est de la même nature que celle de 

tous les corps célestes n* 5. 

Réflexions générales sur ce qui précède : elles conduisent à ce principe, savoir, 
que toutes les molécules de la matière s'attirent en raison directe des masses , et en 
raison inverse du carré des distances n® 6. 

Chapitre ii. Des équations différentielles du mouvement d'un système 
de corps soumis à leur attraction mutuelle page i ^2 . 

Équations différentielles de ce mouvement **** 7- 

Développement des intégrales que Ton a pu jusqu*à présent en obtenir, et qui 
résultent des principes de la conservation du mouvement du centre de gra- 
vité, des aires et des forces vives n** 8. 

Equations différentielles du mouvement d'un système de corps soumis à leur at- 
traction mutuelle, autour de Tun d eux, considéré comme le centre de leurs 
mouvements : développement des intégrales rigoureuses que Ton sait en dé- 
duire n* 9. 

Le mouvement du centre de gravité du système d*une planète et de ses satellites, 
autour du soleil, «st à peu près le même que si tous les corps de ce système 
étaient réunis à ce point; et le système agit sur les autres corps , à très-peu 
près, comme dans cette hypothèse n** 10. 

Recherches sur Tattraction des sphéroïdes : cette attraction est donnée par les 
différences partielles de la fonction qui exprime la somme des molécules du 
sphéroïde , divisées par leurs distances au point attiré. Équation fondamentale 
aux différences partielles , à laquelle cette fonction satisfait. Diverses trans- 
formations de cette équation n* 1 1 . 

Application au cas où le corps attirant est une couche sphérique : il en résidte 
quun point placé dans Tintérieurde la couche est égsdement attiré de toutes 
parts, et qu'un point placé hors de la couche est attiré par elle, comme si sa 
masse était réunie à son centre. Ce résultat a encore lieu pour les globes formés 
de couches concentriques d'une densité variable du centre à la circonférence. 
Recherche des lois d'attraction dans lesquelles ces propriétés subsistent. Dans 
le nombre infini des lois qui rendent l'attraction très-petite à de grandes dis- 
tances, celle de la nature est la seule dans laquelle les sphères agissent sur un 
point extérieur comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres. Cette 
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loi est aussi la seule dans laquelle Taction d'une couche sphérique , sur un point 
placé dans son intérieur, est nulle n* i a. 

Application des formules du n® 1 1 au cas où le corps attirant est un cylindre 
dont la base est une courbe rentrante , et dont la longueur est infinie. Lorsque 
cette courbe est un cercle, faction du cylindre sur un point extérieur est 
réciproque à la distance de ce point , à Taxe du cylindre. Un point placé dans 
rintérieur d'une couche cylindrique circulaire, d'une épaisseur constante, 
est également attiré de toutes parts n® 1 3. 

Équation de condition relative au mouvement d'un corps n"* i & . 

Diverses transformations des équations différentielles du mouvement d'un sys- 
tème de corps soumis à leur attraction mutuelle n® 1 5. 

Chapitre m. Première approximation des mouvements célestes, ou 
théorie des mouvements elliptiques page 177. 

Intégration des équations différentielles qui déterminent le mouvement relatif 
de deux corps qui s'attirent en raison des masses et réciproquement au carré 
des distances. La courbe qu'ils décrivent dans ce mouvement est une sec- 
tion conique. Expression du temps , en série convergente de sinus et de co- 
sinus du mouvement vrai. Si l'on néglige les masses des planètes relativement 
à celle du soleil , les carrés des temps des révolutions sont comme les cubes 
des grands axes des orbites. Cette loi s'étend au mouvement des satellites 
autour de leur planète n^ 1 6. 

Seconde méthode pour l'intégration des équations différentielles du numéro 
précédent n* 1 7. 

Troisième méthode pour l'intégration des mêmes équations; cette méthode a 
l'avantage de donner les arbitraires , en fonctions des coordonnées et de leurs 
premières différences n~ 1 8 et 19. 

Équations finies du mouvement elliptique : expressions de l'anomalie moyenne , 
du rayon vecteur et de l'anomalie vraie , en fonctions de l'anomalie excen- 
trique n® ao. 

Méthode générale pour la réduction des fonctions en séries : théorèmes qui en 
résultent n"* q 1 . 

Application de ces théorèmes au mouvement elliptique. Expressions de l'ano- 
malie excentrique, de l'anomalie vraie, et du rayon vecteur des planètes, en 
séries convergentes de sinus et de cosinus de l'anomalie moyenne. Expres- 
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sions en séries conyergeatesy de la longitude, de la latitude, et de ia projec- 
tion du rayon vecteur sur un plan fixe , peu indiné à celui de l'orbite. • n* a a . 

Expressions convergentes du rayon vecteur et du temps, en fonctions de Tano- 
malie vraie, dans une orbite fort excentrique. Si l'orbite est parabolique, 
l'équation entre le temps et l'anomalie vraie est ime équation du troisième 
degré , que l'on résout au moyen de la table du mouvement des comètes. 
Correction à faire à l'apomalie vraie calculée dans la parabole , pour avoir 
l'anomalie vraie, correspondante au même temps dans une ellipse fort 
excentrique n* a3. 

Théorie du mouvement hyperbolique n* ai. 

Détermination du rapport des masses des planètes accompagnées de satellites , 
à celle du soleil n* a 5. 

Chap. iv. Détermination des éléments du mouvement elliptique, p. a ig. 

Formules qui donnent ces éléments, lorsque les circonstances du mouvement 
primitif sont connues. Expression de la vitesse indépendante de l'excentricité 
de l'orbite. Dans la parabole, la vitesse est réciproque à ia racine carrée du 
rayon vecteur n° 26. 

Recherche de la relation qui existe entre le grand axe de l'orbite, la corde de 
l'arc décrit , le temps employé à le décrire , et la somme des rayons vecteurs 
extrêmes n* 2 7. 

Moyen le plus propre pour déterminer, par les observations, les éléments des 
orbites des comètes n* a8. 

Formules pour avoir, d'après un nombre quelconque d'observations voisines , la 
longitude et la latitude géocentriques d'une comète , à un instant donné , ainsi 
que leurs premières et secondes différences n* a 9. 

Méthode générale pour déduire des équations différentielles du mouvement 
d'un système de corps, les éléments des orbites, en supposant connues pour 
un instant donné, les longitudes et les latitudes apparentes de ces corps, 
ainsi que les premières et secondes différences de ces quantités n® 3o. 

Application de cette méthode au mouvement des comètes, en les supposant 
animées par la seule attraction du soleil : elle donne , par une équation du 
septième degré , la distance de la comète à la terre. La seule inspection de 
trois observations consécutives très-voisines suffit pour reconnaître si la 
comète est plus près ou plus loin que la terre , du soleil n"" 3 r. 
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Méthode pour avoir aussi exactement que Ton voudra , en n'employant que trois 
observations, la longitude et la latitude géocentriques d'une comète, ainsi 
que leurs premières et secondes difTérences divisées par les puissances cor- 
respondantes de l'élément du temps n"" 3a. 

Détermination des éléments de l'orbite de la comète lorsque l'on connaît, pour 
un instant donné, sa distance à la terre, et la première différentielle de cette 
distance, divisée par l'élément du temps. Moyen simple d'avoir égard à 
l'excentricité de l'orbe terrestre ; tf 33. 

Dans le cas de l'orbite parabolique, le grand axe devenant infini, cette condi- 
tion donne une nouvelle équation du sixième degré , pour déterminer la dis- 
tance de la comète à la terre n"" 34. 

De là résultent diverses méthodes pour calculer les orbites paraboliques. Re- 
cherche de celle dont on doit attendre le plus de précision dans les résultats , 
et le plus de simplicité dans le calcul n~ 35 et 36. 

Cette méthode se divise en deux parties : dans la première , on détermine d'une 
manière approchée ]a distance périhélie de la comète, et l'instant de son 
passage au périhélie ; dans la seconde , on donne le moyen de corriger ces 
deux éléments , par trois observations éloignées entre elles , et Ton en déduit 
tous les autres. . ^ tf 37. 

Détermination rigoureuse de l'orbite , dans le cas où la comète a été observée 
dans ses deux nœuds n* 38. 

Méthode pour déterminer l'ellipticité de l'orbite, dans le cas d'une ellipse très- 
excentrique n* 39. 

Chapitre v. Méthodes générales pour déterminer par des approximations 
successives les mouvements des corps célestes page 270. 

Recherche des changements que l'on doit faire subir aux intégrales des équa- 
tions différentielles, pour avoir celles des mêmes équations augmentées de 
certains termes n" ko. 

On en déduit un moyen simple d'avoir les int^[rales rigoureuses des équations 
différentielles linéaires , lorsque l'on sait intégrer ces mêmes équations privées 
de leur derniers termes n^ tii. 

On en déduit encore un moyen iiakcile pour obtenir des intégrales de plus en 
plus approchées, des équations différentielles n® &a. 

Méthode pour faire disparaître les arcs de cercle, qui se trouvent dans les 

h. 
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intégrales approchées, lorsqu'il ne doit pas s en trouver dans l'intégrale ri- 
goureuse . n* AS. 

Méthode d'approximation, fondée sur la variation des constantes arbitrai- 
res , n" 44 et 45. 

CHAPriRE Yi. Seconde approximation des mouvements célestes, ou théorie 
de leurs perturbations page 293. 

Formules du mouvement en longitude et en latitude , et du rayon vecteur dans 
l'orbite troublée. Forme très-simple sous laquelle elles se présentent, quand 
on n'a égard qu'à la première puissance des forces perturbatrices. ... n** 46. 

Méthode pour obtenir les perturbations, en séries ordonnées par rapport 
aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinaisons des or- 
bites n* 47. 

Développement en série , de la fonction des distances mutuelles des corps du 
système , dont leurs perturbations dépendent. Usage du calcul aux différences 
finies dans ce développement. Réflexions sur cette série n*" 48. 

Formules pour calculer ses différents termes n** 49. 

Expressions générales des perturbations du mouvement en longitude et en lati- 
tude, et du rayon vecteur, en portant la précision jusqu'aux quantités de 
l'ordre des excentricités et des inclinaisons n" 5o et 5 1 . 

Rapprochement de ces divers résultats , et considérations sur les approximations 
ultérieures n* Sa . 

Chapitre vu. Des inégalités séculaires des mouvements célestes. . p . 827. 

Ces inégalités naissent des termes qui , dans l'expression des perturbations , 
renferment le temps , hors des signes périodiques. Équations difiPérentielles 
des éléments du mouvement elliptique, qui font disparaître ces termes, n"" 53. 

Si l'on n'a égard qu'à la première puissance de la force perturbatrice , les moyens 
mouvements des planètes sont uniformes , et les grands axes de leurs orbites 
sont constants n** 54. 

Développement des équations différentielles relatives aux excentricités et à la 
position des périhélies, dans un système quelconque d'orbites peu excentriques 
et peu inclinées entre elles n* 55. 

Intégration de ces équations , et détermination par les observations , des arbi- 
traires de leurs intégrales n" 56. 

Le système des orbes des planètes et des satellites est stable relativement aux 
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excentricités, c'est-à-dire que ces excentricités restent toujours fort petites, 
et le système ne £adt qu* osciller autour d'un état moyen d'ellipticité , dont il 
s'écarte peu n* 67. 

Expressions dififérentielles des variations séculaires de l'excentricité et de la po- 
sition du périhélie n' 58. 

Int^[ration des équations différentielles relatives aux nœuds et aux inclinaisons 
des orbites. Dans le mouvement d'un système d'orbites très-peu inclinées 
entre elles, leurs inclinaisons mutuelles restent toujours très-petites. . n* 59. 

Expressions différentielles des variations séculaires des nœuds et des inclinaisons 
des orbites; 1** par rapport à im plan fixe; 2** par rapport à l'orbite mobile 
d'un des corps du système n** 60. 

Relations généi*ales entre les éléments elliptiques d'un système d'orbites, quelles 
que soient leurs excentricités et leurs inclinaisons respectives n"^ 6 1 . 

Recherche du plan invariable, ou sur lequel la somme des masses des corps du 
système , multipliées respectivement par les projections des aires décrites par 
leurs rayons vecteurs , dans un temps donné, est un maximum. Détermination 
du mouvement de deux orbites inclinées l'une à l'autre, d'un angle quel- 
conque n* 62 . 

Chapitre viii. Seconde méthode d'approximation des mouvements cé- 
lestes page 367. 

Cette méthode est fondée sur les variations que les éléments du mouvement 
supposé elliptique éprouvent en vertu des inégalités périodiques et séculaires. 
Méthode générale pour déterminer ces variations. Les équations finies du 
mouvement elliptique, et leurs premières différentielles, sont les mêmes 
dans l'ellipse variable que dans l'ellipse invariable n*" 63. 

Expressions des éléments du mouvement elliptique, dans l'orbite troublée, 
quelles que soient son excentricité et son inclinaison au plan des orbites des 
masses perturbatrices n"" 64. 

Développement de ces expressions, dans le cas des orbites peu excentriques et 
peu inclinées les unes aux autres. En considérant d'abord les moyens mou- 
vements et les grands axes, on prouve que si l'on néglige les carrés et les 
produits des forces perturbatrices, ces deux éléments ne sont assujettis qu'à 
des in^alités périodiques, dépendantes de la configuration des corps du 
système. Si les moyens mouvements de deux planètes approchent beaucoup 
d'être conunensurables entre eux, il peut en résulter, dans leur longitude 
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moyenne, deux inégalités très-sensibles, affectées de signes contraires, et ré- 
ciproques aux produits des masses des corps , par les racines carrées des 
grands axes de leurs orbites. Cest à de semblables inégalités que sont dus 
laccélération du mouvement de Jupiter et le ralentissement de celui de 
Saturne. Expressions de ces inégalités et de celles que le même rapport des 
moyens mouvements peut rendre sensibles dans les termes dépendants de 

la seconde puissance des masses perturbatrices n"* 65. 

Examen du cas où les inégalités les plus sensibles du moyen mouvement ne 
se rencontrent que parmi les termes de Tordre du carré des masses perturba- 
trices. Cette circonstance très-remarquable a lieu dans le système des satel- 
lites de Jupiter, et l'on en déduit ces deux théorèmes : 

Le moyen mouvement du premier satellite, moins trois fois celai du second y plus deux 
fois celai du troisième, est exactement et constamment égal à zéro. 

La longitude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux 
fois celle dn troisième , est constamment égale à deux angles droits. 

Ces théorèmes subsistent malgré l'altération que les moyens mouvements des 
satellites peuvent recevoir, soit par une cause semblable à celle qui altère le 
moyen mouvement de la lune, soit par la résistance d'un milieu très-rare. 
Ces théorèmes donnent naissance à ime inégalité arbitraire qui ne diffère pour 
chacun des trois satellites que par son coefficient, et qui par les observations 
est insensible n** 66. 

Equations différentielles qui déterminent les variations des excentricités et des 
périhélies n** 67. 

Développement de ces équations. Les valeurs de ces éléments sont formées de 
deux parties , l'ime dépendante de la configuration mutuelle des corps du 
système, et qui contient les variations périodiques; l'autre indépendante de 
cette configuration , et qui renferme les variations séculaires. Cette seconde 
partie est donnée par les mêmes équations différentielles que l'on a considé- 
rées précédemment n** 68. 

Moyen très-simple d'obtenir les variations qui résultent du rapport presque 
commensurable des moyens mouvements , dans les excentricités et les péri- 
hélies des orbites : elles sont liées à cdles du moyen mouvement, qui y cor- 
respondent. Elles peuvent produire dans les expressions séculaires des excen- 
tricités et de la longitude des périhélies, des termes sensibles dépendants 
des carrés et des produits des forces perturioatrices. Détermination de ces 
termes n* 69. 
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excentricités, c'est-à-dire que ces excentricités restent toujours fort petites, 
et le système ne fait qu osciller autour d'un état moyen d'ellipticité , dont il 
s'écarte peu . n" 67. 

Expressions différentielles des variations séculaires de l'excentricité et de la po- 
sition du périhélie n** 58. 

Intégration des équations différentielles relatives aux noeuds et aux inclinaisons 
des orbites. Dans le mouvement d'un système d'orbites très-peu inclinées 
entre elles, leurs inclinaisons mutuelles restent toujours très-petites. . n® 5g. 

Expressions différentielles des variations séculaires des nœuds et des inclinaisons 
des orbites; 1° par rapport à un plan fixe; 2° par rapport à l'orbite mobile 
d'un des corps du système n* 60. 

«lelations générales entre les éléments elliptiques d'un système d'orbites, quelles 
que soient leurs excentricités et leurs inclinaisons respectives n^ 6 1 . 

Recherche du plan invariable , ou sur lequel la somme des masses des corps du 
système , multipliées respectivement par les projections des aires décrites par 
leurs rayons vecteiu's , dans un temps donné , est un maximum. Détermination 
du mouvement de deux orbites inclinées l'une à l'autre, d'un ang^e quel- 
conque n" 6a. 

Chapitre viii. Seconde méthode d'approximation des mouvements cé- 
lestes page 367. 

Cette méthode est fondée sur les variations que les éléments du mouvement 
supposé elliptique éprouvent en vertu des inégalités périodiques et séculaires. 
Méthode générale pour déterminer ces variations. Les équations finies du 
mouvement elliptique , et leurs premières différentielles , sont les mêmes 
dans l'ellipse variable que dans l'ellipse invariable n^ 63. 

Expressions des éléments du mouvement elliptique, dans l'orbite troublée, 
quelles c[ue soient son excentricité et son inclinaison au plan des orbites des 
masses perturbatrices n° 6U. 

Développement de ces expressions, dans le cas des orbites peu excentriques et 
peu inclinées les unes aux autres. En considérant d'abord les moyens mou- 
vements et les grands axes, on prouve que si l'on néglige les carrés et les 
produits des forces perturbatrices , ces deux éléments ne sont assujettis qu'à 
des inégalités périodiques, dépendantes de la configuration des corps du 
système. Si les moyens mouvements de deux planètes approchent beaucoup 
d'être commensurables entre eux, il peut en résulter, dans leur longitude 
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Newton publia, vers la fin du dernier siècle, la découverte de 
la pesanteur universelle. Depuis cette époque, les géomètres sont 
parvenus à ramener à cette grande loi de la nature tous les phé- 
nomènes connus du système du monde, et à donner ainsi aux 
théories et aux tables astronomiques une précision inespérée. Je 
me propose de présenter sous un même point de vue ces théories 
éparses dans un grand nombre d'ouvrages, et dont l'ensemble , 
embrassant tous les résultats de la gravitation universelle sur 
l'équilibre et sur les mouvements des corps solides et fluides qui 
composent le système solaire et les systèmes semblables répandus 
dans l'immensité des cieux, forme la mécanicjue céleste. L'astro- 
nomie, considérée de la manière la plus générale, est un grand 
problème de mécanique, dont les éléments des mouvements cé- 
lestes sont les arbitraires ; sa solution dépend à la fois de l'exac- 
titude des observations et de la perfection de l'analyse, et il im- 
porte extrêmement d'en bannir tout empirisme, et de la réduire 
à n'emprunter de l'observation que les données indispensables. 
C'est à remplir, autant qu'il m'a été possible, un objet aussi inté- 
ressant, que cet ouvrage est destiné. Je désire qu'en considération 
de l'importance et des diflicultés de la matière les géomètres et 
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les astronomes le reçoivent avec indulgence, et qu ils en trouvent 
les résultats assez simples pour les employer dans leurs recherches. 
Il sera divisé en deux parties. Dans la première, je donnerai les 
méthodes et les formules pour déterminer les mouvements des 
centres de gravité des corps célestes, la figure de ces corps, les 
oscillations des fluides qui les recouvrent, et leurs mouvements 
autour de leurs propres centres de gravité. Dans la seconde par- 
tie, j'appliquerai les formules trouvées dans la première, aux pla- 
nètes, aux satellites et aux comètes; je la terminerai par Texamen 
de diverses questions relatives au système du monde, et par une 
notice historique des travaux des géomètres sur cette matière. 
Jadopterai la division décimale de l'angle droit et du jour, et je 
rapporterai les mesures linéaires à la longueur du mètre, déter- 
minée par l'arc du méridien terrestre compris entre Duqkerque 
et Barcelone. 
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THEORIE GENERALE DES MOUVEMENTS ET DE LA FIGURE 

DES CORPS CÉLESTES. 



LIVRE PREMIER. 



DES LOIS GENERALES DE L'EQUILIBRE ET DU MOUVEMENT. 



Je vais établir dans ce livre les principes généraux de l'équi- 
libre et du mouvement des corps, et résoudre les problèmes de 
mécanique dont la solution est indispensable dans la théorie du 
système du monde. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE L'ÉQUILIBBE ET DE LÀ COMPOSITION DES FORCES QUI AGISSENT 

SUR UN POINT MATÉRIEL. 

1 . Un corps nous paraît se mouvoir lorsqu'il change de situa- 
tion par rapport à un système de corps que nous jugeons en repos; 
mais c<mime tous les corps, ceux même qui nous semblent jouir 

du repos le plus absolu , peuvent être en mouvement, on imagine 

1. 
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un espace sans bornes, immobile et pénétrabie à la matière : c'est 
aux parties de cet espace réel ou idéal que nous rapportons par 
la pensée la position des corps, et nous les concevons en mou- 
vement lorsqu'ils répondent successivement à divers lieux de 
l'espace. 

La nature de cette modification singulière en vertu de la- 
quelle un corps est transporté d'un lieu dans un autre est et sera 
toujours inconnue; on l'a désignée sous le nom de force; on ne 
peut déterminer que ses efTets et les lois de son action. L'effet 
d'une force agissante sur un point matériel est de le mettre en 
mouvement, si rien ne s'y oppose; la direction de la force est la 
droite qu'elle tend à lui faire décrire. Il est visible que si deux 
forces agissent dans le même sens, elles s'ajoutent l'une à l'autre, 
et que si elles agissent en sens contraire, le point ne se meut 
qu'en vertu de leur différence. Si leurs directions forment un 
angle entre elles, il en résulte une force dont la direction est 
moyenne entre celles des forces composante3. Voyons quelle est 
cette résultante et sa direction. 

Pour cela , considérons deux forces x et y agissantes à la fois 
sur un point matériel M, et formant entre elles un angle droit. 
Soit z leur résultante, et 6 l'angle quelle fait avec la direction 
de la force x; les deux forces x et y étant données, l'angle 
sera déterminé, ainsi que la résultante z, en sorte qu'il existe 
entre les trois quantités x, z et 6 une relation qu'il s'agit de 
connaître. 

Supposons d'abord les forces xety infiniment petites, et égales 
aux différentielles dx et dy; supposons ensuite que x devenant 
successivement dx, idx, idx, etc. y devienne dy, 2dy, 3dy, etc. 
il est clair que l'angle sera toujours le même, et que la résul- 
tante z deviendra successivement dz, i dz, 3 dz, etc. ainsi , dans les 
accroissements successifs des trois forces x, y et z, le rapport de x 
à z sera constant, et pourra être exprimé par une fonction de 0, 
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que nous désignerons par(p(0) ; on aura donc a?=z.(p (0), équation 
dans laquelle on peut changer x en j, pourvu que l'on y change 

semhlahlement Fangîe B dans 0, tt étant la demi-circonférence 

dont le rayon est l'unité. 

Maintenant, on peut considérer la force x comme la résultante 
de deux forces x et x" dont la première x est dirigée suivant la 
résultante z, et dont la seconde x est perpendiculaire à cette ré- 
sultante. La force x qui résulte de ces deux nouvelles forces, 

formant l'angle B avec la force x\ et l'angle B avec la force x\ 

on aura 

on peut donc substituer ces deux forces à la force x. On peut 
substituer pareillement à la force y deux nouvelles forces y et y" 

dont la première est égale à - et dirigée suivant z, et dont la 

seconde est égale à -^, et perpendiculaire à z; on aura ainsi, au 

lieu des deux forces a; et j, les quatre suivantes : 

x* j* xy xy 

T' T' T' T' 

les deux dernières , agissant en sens contraire, se détruisent; les 
deux premières, agissant dans le même sens, s'ajoutent et forment 
la résultante z; on aura donc 

d'où il suit que la résultante des deux forces x ely est représen- 
tée, pour la quantité, par la diagonale du rectangle dont les côtés 
représentent ces forces. 

Déterminons présentement l'angle B. Si l'on fait croître la force 
X de la différentielle dx, sans faire varier la force y, cet angle 
diminuera d'une quantité infiniment petite dB; or on peut conce- 
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voir la force dx décomposée en deux, Tune dx dirigée suivant z, 
et l'autre dx" perpendiculaire k z; le point M sera donc alors 
sollicité par les deux forces z-^dx et dx' perpendiculaires entre 
elles, et la résultante de ces deux forces, que nous nommerons z', 

fera avec dx" langle dd; on aura ainsi, par ce qui précède. 



dx^=^z 



'•?(i-ifl)i 



la fonction (p ( - — dB\ est par conséquent infiniment petite et de 

la forme — \idBj k étant une constante indépendante de Tangle 6; 
on a donc 

^ = — kdB. 

Z 

2;' est > à un infiniment petit près, égal à z; de plus, dx formant 
avec dx l'angle 0, on a 



dx'=dx 



■HH 



dx 

z 



partant 



dB 



ydx 



Si l'on fait varier la force y de dy, en supposant x constant, on 
aura la variation correspondante de l'angle dy en changeant dans 

l'équation précédente rr en j, y en x^ et B dans 0;ce qui donne 



iB==^,, 



en faisant donc varier à la fois x et j, la variation totale de l'angle B 

xdy — ydx ^ 

sera ■ < -; — ; et 1 ou aura 



k.z' 



xdy— ydx 



^kdO. 

z* 
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Substituant pour 2' sa valeur a>'-+"j% et intégrant, on aura 

| = tang. (ftô^-p), 

p étant une constante arbitraire. Cette équation , combinée avec 
celle-ci ic'H-j'=2;S donne 

a:=z.cos. [hd-hp). 

Il ne*s*agit plus que de connaître les deux constantes k et p; 
or, si Ton suppose y nul, on a évidemment 2; = a;, et 0:=o; donc 
COS. p=ij et a:=z.cos. kd. Si l'on suppose x nul, on a z=y et 
= Y ir; COS. A: 8 étant alors égal à zéro, k doit être égal à 2 n-f-i , 
n étant un nombre entier, et dans ce cas x sera nul toutes les 

fois que sera égal à ■ * ■ • ; mais x étant nul , on a évidemment 

d=\ tt; donc 271-4-1 = 1, ou 71 = 0, et par conséquent 

x=z. COS. 6. 

De là il suit que la diagonale du rectangle construit sur les droites 
qui représentent les deux forces a; et j représente non-seulement 
la quantité, mais encore la direction de leur résultante. Ainsi Ton 
peut, à une force quelconque, substituer deux autres forces qui 
forment les côtés d'un rectangle dont elle est la diagonale; et il 
est facile d'en conclure que l'on peut décomposer une force en 
trois autres qui forment les côtés d'un parallélipipède rectangle 
dont elle est la diagonale. 

Soient donc a, b, c les trois coordonnées rectan^es de l'extré- 
mité de la droite qui représente une force quelconque, et dont 
l'origine est celle des coordonnées ; cette force sera exprimée par 
la fonction \/aM-6M-c*, et en la décomposant parallèlement aux 
axes des a, des b et des c, les forces partielles seront exprimées 
respectivement par ces coordonnées. 

Soient a, b', c les coordonnées d'une seconde force; a+a, b+b', 
c+d seront les coordonnées de la résultante des deux forces, et 
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représenteront les forces partielles dans lesquelles on peut la dé- 
composer parallèlement aux trois axes ; d'où il est aisé de conclure 
que cette résultante est la diagonale du parallélogramme construit 
sur les deux forces. 

En général, a, b, c; a, h\ c ; a\ h\ c\ etc. étant les coordon- 
nées d'un nombre quelconque de forces ; a -h a -4- a* -h etc. 
6 -4- 6' -h 6" -h etc. c-t-c-hc''^- etc. seront les coordonnées de la 
résultante dont le carré sera la somme des carrés de ces dernières 
coordonnées; on aura donc ainsi la grandeur et la position de 
cette résultante. 

2. D'un point quelconque de la direction d'une force 5, point 
que nous prendrons pour l'origine de cette force, menons au point 
matériel M une droite que nous nommerons s; soient x, y, z les 
trois coordonnées rectangles qui déterminent la position du point 
M, et a, h, c les coordonnées de l'origine de la force; on aura 

5=\/(a;— a/-+-(j— 6)*-+-(z— c)\ 

Si Ton décompose la force S parallèlement aux axes des x, des y 
et des z, les forces partielles correspondantes seront, par le nu- 
méro précédent, 

5.(£ZÎ), 5.(rf, 5.(£^; ou 5.(è).5.(|).5.(^), 

[l]' (t~)' ( J") ^^primant, suivant la notation reçue, les coeffi- 
cients des variations èx, ây, âz, dans la variation de l'expression 
précédente de s. 

Si l'on nomme pareillement s, la distance de Af à un point 
quelconque de la direction d'une autre force 5', pris pour l'origine 

de cette force; »5'. ( j-| sera cette force décomposée parallèlement 

à l'axe des a?, et ainsi de suite; la somme des forces S, S', S\ etc. 

décomposées parallèlement à cet axe, sera donc S. 5. (t~)î ^^ 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE PREMIER. 9 

caractéristique 2 des intégrales finies exprimant ici la somme 

des termes S. ( j-| , «5'. ( -y-j » etc. 

Soit V la résultante de toutes lés forces S, S', etc. et u la dis- 
tance du point M à un point de la direction de cette résultante , 

pris pour son origine; ï^-l j-) sera l'expression de cette résul- 
tante décomposée parallèlement à Taxe des x; on aura donc, par 
le numéro précédent, 

•'•(^)==-Mb)- 

On aura pareillement 

d'où l'on tire, en multipliant respectivement ces trois équations 
par âx, Sy, èz, et en les ajoutant ensemble, 

V.Su=.^.S.Ss; (a) 

Celte dernière équation ayant lieu, quelles que soient les varia- 
tions Sx, èy, Szy elle équivaut aux trois précédentes. Si son second 
membre est la variation exacte d'une fonction ^, on aura V.S u=ê(p, 
et par conséquent. 






c est-à-dire que la somme de toutes les forces S, S', etc. décompo- 
sées parallèlement à l'axe des x, est égale à la di£Pérence partielle 

( j^ 1. Ce cas a généralement lieu lorsque ces forces sont respecti- 
vement fonctions de la distance de leur origine au point M. Alors, 
pour avoir la résultante de toutes ces forces, décomposée parallè- 
lement à une droite quelconque, on prendra l'intégrale S. /5,,^ 5, 
et en nommant (^ cette intégrale, on la considérera comme une 
fonction de x, et de deux autres droites perpendiculaires entre 
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elles et à 0?; la difFérence partielle | y^ | sera la résultante des (oroes 

S, S\ etc. décomposée parallèlement à la droite x. 

3. Lorsque le point M est en équilibre, en vertu de toutes les 
forces qui le sollicitent, leur résultante est nulle, et Téquation (a) 
devient 

o = j:.S.ês; {b) 

c est-à-dire que , dans le cas de l'équilibre d*un point sollicité par 
un nombre quelconque de forces, la somme des produits de 
chaque force par l'élément de sa direction est nulle. 

Si le point M est forcé d'être sur une surface courbe, il éprou- 
vera de sa part une réaction que nous désignerons par R. Cette 
réaction est égale et directement contraire à la pression que le 
point exerce sur la surface; car en le concevant animé des deux 
forces R et — R, on peut supposer que la force — R est détruite 
par la réaction de la surface, et qu'ainsi le point Af presse la 
surface avec la force — R; or la force de pression d'un point sur 
une Surface liïi est perpendiculaire : autrement elle pourrait se 
décomposer en deux , l'une perpendiculaire à la surface , et qtii 
serait détruite par elle; l'autre parallèle à la surface, et en vertu 
de laquelle le point n'aurait point d'action sur cette surface, ce 
qui est contre la supposition. En nommant donc r la perpendi^. 
culaire menée par le point Af à la surface, et terminée à un 
point quelconque de sa direction, la force R sera dirigée suivant 
cette perpendiculaire : il faudra donc ajouter R.âr au second 
membre de l'équation (6), qui devient ainsi 

o = 'L.S.Ss'^R.âr; (c) 

— R étant alors la résultante de toutes les forces S, 5', etc. elle 
est perpendiculaire à la surface. 

Si l'on suppose que les variations arbitraires âx, ây, âz,, 
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appartiennent à la »ur&çQ courbq sur laquelle le pcÂnt e&t assu*- 
jetti, on « par ia nature de la perpendioul^^ire h cette siiriacQ, 
ir = o^ ce qui fait disparaître R.âr de Téquation précédente: 
Téquation (6) a donc encore lieu dans cq cas, pourvu que Ton 
élimine Tune des trois variations âx, ^y, êz, au i^oyen de 
Téquation à la surface; mais alors Téquat^on (i), qui dans le cas 
général équivaut à trois équations, n'équivaut plus qu'^ deux 
équations distinctes, que Von ohtient en égalant séparén^ent à 
zéro les coefficients des deux di£PérentieUes restantes. Soit u==o 
Téquation de la surface, les devtx équations <^r==o ^t ^iil=^o 
auront lieu en même temps; ce qui exige que Sr soit égftl à 
N.ân, N étant fonction de (e^y, z. Pour la déterminer, noiqmons 
a, h, c, les coordonnées de Torigine de r; on aura 



r=\/(a?— a)'H-(j— 6)'-+-(z— c)'; 
d'où l'on tire ( j^l + (t") "^ (t") =^ » ®* P^^ conséquent 



-mn^'-m 



i; 



en faisant donc 



R 



le tenue R.ârde l'équation (c) se changera dans T^.âu, et cette 
équation deviendra 

o=S.5.(Î5-hX.<îtt; 

équation dans laquelle on doit égaler séparément à jéro les coef- 
ficients des variations âœ, èy,$Zy ce qui donne trois équations; 
mais elles n'équivalent qu'à deux équations entre x^ y^ z, à cause 
de l'indéterminée X qu'elles renferment. On peut donc, au lieu 



2. 



12 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

d'éliminer de réquation [b] une des variations Sx, ây,êz, au 
moyen de l'équation di£Pérentieiie à la surface, lui ajouter cette 
équation multipliée par une indéterminée X , et considérer alors 
les variations êx, êy, Sz, comme indépendantes. Cette méthode, 
qui résulte encore de la théorie de l'élimination , réunit à Tavan*^ 
tage de simplifier le calcul, celui de faire connaître la pression 
— R que le point M exerce contre la surface. 

Concevons ce point renfermé dans un canal à simple ou à 
double courbure ; il éprouvera de la part de ce canal une réac- 
tion que nous désignerons par k, et qui sera égale et directement 
contraire à la pression que le point exerce contre le canal, et 
dont la direction sera perpendiculaire au côté du canal : or la 
courbe formée par ce canal est l'intersection de deux surfaces 
dont les équations expriment sa nature; on peut donc considérer 
la force k comme la résultante des deux réactions R et R' que le 
point M éprouve de la part de chacune des surfaces, puisque les 
directions des trois forces R, R' et k étant perpendiculaires au 
côté de la courbe, elles sont dans un même plan. En nommant 
ainsi âr, Sr les éléments des directions des forces R et R', direc- 
tions respectivement perpendiculaires à chaque surface, il faudra 
ajouter à l'équation [h] les deux termes R.Sr ei R.Sr, ce qui la 
change dans celle-ci : 

o=Il S.âs-^R.âr-hR.âr. {d) 

Si l'on détermine les variations Sx, Sy, Sz, de manière qu'elles 
appartiennent à la fois aux deux surfaces, et par conséquent à la 
courbe formée par le canal, âr et âr seront nuls, et l'équation 
précédente se réduira à l'équation (6), qui, jpar conséquent, a 
encore lieu dans le cas où le point M est assujetti à se mouvoir 
dans un canal; pourvu qu'au moyen des deux équations qui 
expriment la nature de ce canal, on fasse disparaître deux des 
variations êx, êy, Sz. 
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Supposons que 11=0 et u'=o soient les équations de deux 
surfaces dont l'intersection forme le canal. Si Ton fait 

R 



X. 



v (7-.) + y + y 

R 

V \^^/ w/ V^/ 



l'équation [d) deviendra 

équation dans laquelle on égalera séparément à zéro les coeffi- 
cients de chacune des variations Sx, ây, Sz; on aura ainsi trois 
équations au moyen desquelles on déterminera les valeurs de X 
et de X', qui donneront les réactions RelR' des deux surfaces; et 
en les composant , on aura la réaction k du canal sur le point M, 
et par conséquent la pression que ce point exerce contre le 
canal. Cette réaction, décomposée parallèlement à l'axe des x, 

est égale à iî.(|^) -+- B!.i^^ , ou à X.(||) h- X'.(|î) ; les équa- 

tions de condition u = o , u' = o , auxquelles le mouvement du 
point M est assujetti, expriment donc, au moyen des différences 
partielles des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations , 
les résistances que le mobile éprouve en vertu des conditions de 
son mouvement. 

On voit, par ce qui précède, que l'équation [h] de l'équilibre 
a généralement lieu, pourvu que l'on assujettisse les variations 
Sxy ây, Sz aux conditions de l'équilibre. Cette équation peut se 
traduire dans le principe suivant : 

Si l'on fait varier infiniment peu la position du point M y en 
«sorte qu'il reste toujours sur la surface ou sur la courbe qu!il 
€ doit suivre, s'il n'est pas entièrement libre; la somme des forces 
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a qui le sollicitent, multipliées chacune par l'espace que le point 
«parcourt suivant sa direction, est égale à zéro, dans le cas de 
« l'équilibre. » 

Les variations Sx, Sy, Sz étant supposées arbitraires et indé- 
pendantes, on peut dans l'équation (a) substituer aux coordon- 
nées X, y, z trois autres quantités qui en soient fonctions, et 
égaler les coefficients des variations de ces quantités à zéro. Nom- 
mons ainsi p le rayon mené de l'origine des coordonnées à la 
projection du point M, sur le plan des x et des j, et tsr l'angle 
formé par p et par l'axe des Xy nous aurons 

x=p. cos.tsr; y=p.sin.'Uf. 

En considérant donc dans l'équation (a), u, s, s, etc. comme fonc- 
tions de p, tsT et z, et comparant les coefficients de êfs, on aura 

-.(y-| est l'expression de la force F décomposée suivant l'élé- 
ment p.S "cs. Soit V cette force décomposée parallèlement au 
plan des x et des j, et p la perpendiculaire abaissée de l'axe des z 

sur la direction de i^', parallèlement au même plan ;^— sera 

une seconde expression de la force V décomposée suivant l'élé- 
ment pê^; on aura donc 



V^'-^-i^T^}- 



Si Ton conçoit la force V appliquée à l'extrémité de la perpendi- 
culaire p, elle tendra à la faire tourner autour de l'axe des z; le 
produit de cette force, par la perpendiculaire, est ce que Ton 
nomme moment de la force V par rapport à l'axe des z ; ce moment 

est donc égal à '^•(j-); ^t il résulte de l'équation (^), que le 

moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces est 
égal à la somme des moments de ces forces. 
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OfeM 



CHAPITRE IL 



DU MOUVEMENT D'UN POINT MATERIEL 



4- Un point en repos ne peut se donner aucun mouvement, 
puisqu'il ne ^enferme pas en lui-même de raison pour se mouvoir 
dans un sens plutôt que dans un autre. Lorsqu'il est sollicité par 
une force quelconque, et ensuite abandonné à lui-même, il se meut 
constamment d'une, manière uniforme dans la direction de cette 
force, s'il n'éprouve aucune résistance. Cette tendance de la matière 
à persévérer dans son état de mouvement ou de repos est ce que 
l'on nomme inertie, d'est la première loi du mouvement des corps. 

La direction du mouvement en ligne droite suit évidemment 
de ce qu'il n'y a aucune raison pour que le point s'écarte plutôt à 
droite qu'à gauche de sa direction primitive; mais l'uniformité de 
son mouvement n'est pas de la même évidence. La nature de la 
force motrice étant inconnue, il est impossible de savoir à priori 
si cette force doit se conserver sans cesse. A la vérité, un corps 
étant incapable de se donner aucun mouvement à lui-même, il 
parait également incapable d'altérer celui qu'il a reçu; en sorte 
que la loi d'inertie est au moins la plus naturelle et la plus simple 
que l'on puisse imaginer; elle est d'ailleurs confirmée par l'expé- 
rience : en eflFet, nous observons sur la terre que les mouvements 
se perpétuent plus longtemps , à mesure que les obstacles qui s'y 
opposent viennent à diminuer; ce qui nous porte à croire que, 
sans ces obstacles, ils dureraient toujours. Mais l'inertie de la 
matière est principalement remarquable dans les mouvements 
célestes qui, depuis un grand nombre de siècles, n'ont point 
éprouvé d'altération sensible. Ainsi nous regarderons l'inertie 
comme une loi de la nature, et lorsque nous observerons de l'ai- 
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tération dans le mouvement d'un corps, nous supposerons qu elle 
est due à l'action d'une cause étrangère. 

Dans le mouvement uniforme, les espaces parcourus sont pro- 
portionnels aux temps; mais les temps employés à décrire un es- 
pace déterminé sont plus ou moins longs, suivant la grandeur de 
la force motrice. Ces dififérences ont fait naître l'idée de vitesse qui, 
dans le mouvement uniforme, est le rapport de l'espace au temps 
employé à le parcourir : ainsi, s représentant l'espace, t le temps, 

et V la vitesse, on a i; = -. Le temps et l'espace étant des quanti- 
tés hétérogènes, et par conséquent incomparables, on choisit un 
intervalle de temps déterminé, tel que la seconde, pour unité de 
temps; on choisit pareillement une unité d'espace, telle que le 
mètre; et alors l'espace et le temps sont des nombres abstraits qui 
expriment combien ils renferment d'unités de leur espèce, et qui 
peuvent être comparés l'un à l'autre. La vitesse devient ainsi le 
rapport de deux nombres abstraits , et son unité est la vitesse du 
corps qui parcourt un mètre dans une seconde. 

5. La force n'étant connue que par l'espace qu'elle fait décrire 
dans un temps déterminé, il est naturel de prendre cet espace 
pour sa mesure ; mais cela suppose que plusieurs forces agissantes 
dans le même sens feront parcourir un espace égal à la somme 
des espaces que chacune d'elles eût fait parcourir séparément, 
ou, ce qui revient au même, que la force est proportionnelle à 
la vitesse. C'est ce que nous ne pouvons pas savoir à priori, vu notre 
ignorance sur la nature de la force motrice : il faut donc encore 
sur cet objet recourir à l'expérience, car tout ce qui n'est pas une 
suite nécessaire du peu de données que nous avons sur la nature 
des choses n'est pour nous que le résultat de l'observation. 

Nommons v la vitesse de la terre, commune à tous les corps 
qui sont à sa surface; soit / la force dont un de ces corps M est 
animé en vertu de cette vitesse, et supposons que v=f. (p [f) soit 
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la relation qui existe entre la vitesse et la force; (p [f] étant une 
fonction de / qu'il faut déterminer par Texpérience. Soient a, 6, c 
les trois forces partielles dans lesquelles la force/ se décompose 
parallèlement à trois axes perpendiculaires entre eux. Concevons 
ensuite le mobile M sollicité par une nouvelle force/' qui se dé- 
compose en trois autres a, h\ c\ parallèles aux mêmes axes. Les 
forces dont ce mobile sera animé suivant ces axes seront a-ha, 
6 -h 6', c-hc; et en nommant Fia force unique qui en résulte, on 
aura par ce qui précède : 

F=\/{a^ay^{b^by-^{c-hcy. 

Si Ton nomme U la vitesse correspondante à F, ^ — p^ sera 

cette vitesse décomposée parallèlement à Taxe des a; ainsi la vi- 
tesse relative du mobile sur la terre sera, parallèlement à cet axe, 

' — j^ J'y OU (a-f-a) .^ (F) — a.(p [f). Les forces les plus 

considérables que nous puissions imprimer aux corps, à la surface 
de la terre, étant beaucoup plus petites que celles dont ils sont 
animés en vertu du mouvement de la terre, nous pouvons consi- 
dérer a\ b', c comme des quantités infiniment petites relativement 
kf; nous aurons ainsi 

F=f+ °-!!:±^' . et p (F) = ^ (/) + !î!!:±^' . p- (/) , 

9 (/) étant la différentielle de (p (/) divisée par df. La vitesse re- 
lative de M, suivant Taxe des a, deviendra ainsi 

« • 9 (/) -^ 7 • \aa^bb'-hcc'\ . 9' (/) ; 
ses vitesses relatives, suivant les axes des b et des c, seront 

b'.(p(f)-^y.\<^'-^bb'-+-cc'\.<?'{f). 



C 
c ' ' ' 



'.(?(/) -f-i.|aa'-hU'-Hcc'j. 9' (/). 



TOMB 1. 
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La position des axes des a, des 6 et des c étant arbitraire, nous 
pouvons prendre la direction de la force imprimée pour Taxe des 
a, et alors V et c seront nuls; les vitesses relatives précédentes se 
changent dans celles-ci : 

Si ^'{f) n'est pas nul, le mobile, en vertu de la force impri- 
mée a, aura une vitesse relative perpendiculaire à la direction de 
cette force, pourvu que 6 et c ne soient pas nuls, c est-à-dire 
pourvu que la direction de cette force ne coïncide pas avec celle 
du mouvement de la terre. Ainsi, en concevant qu'un globe en 
repos sur un plan horizontal très -uni vienne à être frappé par la 
base d'un cylindre droit, mû suivant la direction de son axe sup- 
posé horizontal, le mouvement relatif apparent du globe ne se- 
rait point parallèle à cet axe dans toutes les positions de Taxe par 
rapport à Thorizon : voilà donc un moyen simple de reconnaître 
par l'expérience si ^ (/) ^ ^^^ valeur sensible sur la terre; mais 
les expériences les plus précises ne font apercevoir dans le mou* 
vement apparent du globe aucune déviation de la direction de la 
force imprimée; d'où il suit que sur la terre, ^'(/) est nul à très- 
peu près. Sa valeur, pour peu qu'elle fût sensible, se manifeste- 
rait principalement dans la durée des oscillations du pendule, 
durée qui serait différente, suivant la position du plan de son mou- 
vement, par rapport à la direction du mouvement de la terre. Les 
observations les plus exactes ne laissant apercevoir aucune diffé- 
rence semblable, nous devons en conclure que <p'{f) est insensible 
et peut être supposé nul sur la terre. 

Si l'équation (p'[f)= o avait lieu, quelle que soit la force /,. 
^ (/) serait constant, et la vitesse serait proportionnelle à la force; 
elle lui serait encore proportionnelle si la fonction (p [J) n'était 
composée que d'un seul terme, puisque autrement 9'(/) ^^ serait 
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jamais nul,/ ne Tétant pas; il faudrait donc, si la vitesse n était 
pas proportionnelle à la force, supposer que, dans la nature, la 
fonction delà vitesse, qui exprime la force, est formée de plusieurs 
termes, ce qui est peu probable; il faudrait supposer de plus que 
la vitesse de la terre est exactement celle qui convient à Téquation 
(p'(y) = 0, ce qui est contre toute vraisemblance. D'ailleurs, la 
vitesse de la terre varie dans les diverses saisons de Tannée : elle 
est d'un trentième environ plus grande en hiver qu'en été. Cette 
variation est plus considérable encore si , comme tout parait Tindi- 
quer, le système solaire est en mouvement dans Tespace; car, selon 
que ce mouvement progressif conspire avec celui de la terre, ou 
selon qu'il lui est contraire, il doit en résulter, pendant le cours 
de Tannée, de grandes variations dans le mouvement absolu de la 
terre, ce qui devrait altérer Téquation dont il s'agit, et le rapport 
de la force imprimée à la vitesse absolue qui en résulte, si cette 
équation et te rapport n'étaient pas indépendants du mouvement 
dé la terre : cependant Tobservation n'y fait apercevoir aucune 
altération sensible. 

Voilà donc deux lois du mouvement, savoir, la loi d'inertie et 
celle de la force proportionnelle à la vitesse, qui sont données par 
Tobservation. Elles sont les plus naturelles et les plus simples que 
Ton puisse imaginer, et sans doute elles dérivent de la nature 
même de la matière; mais, cette nature étant inconnue, elles né 
sont pour nous que des faits observés, les seuls, au reste, que la 
mécanique emprunte de Texpérience. 

6. La vitesse étant proportionnelle à la force, ces deux quanti- 
tés peuvent être représentées Tune par Tautre , et tout ce que nous 
avons établi précédemment sur la composition des forces s'ap- 
plique à la composition des vitesses. Il en résulte que les mouve- 
ments relatifs d'un système de corps animés de forces quelconques 
sont les mêmes, quel que soit leur mouvement commun; car ce 
dernier mouvement, décomposé en trois autres parallèles à trois 



3. 
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axes fixes, ne fait qu'accroître d'une même quantité les vitesses 
partielles de chaque corps, parallèlement à ces axes; et comme 
leur vitesse relative ne dépend que de la dififérence de ces vitesses 
partielles , elle est la même , quel que soit le mouvement commun 
à tous les corps : il est donc impossible alors de juger du mouve- 
ment absolu d'un système dont on fait partie, par les apparences 
que l'on y observe, et c'est ce qui caractérise la loi de la propor- 
tionnalité de la force à la vitesse. 

Il résulte encore du n"" 3, que si l'on projette chaque force, 
et leur résultante, sur un plan fixe, la somme des moments des 
forces composantes, ainsi projetées par rapport à un point fixe 
pris sur le plan, est égale au moment de la projection de la ré- 
sultante : or, si de ce point on mène au mobile un rayon , que 
nous nommerons rayon vecteur, ce rayon projeté sur un plan fixe 
y tracerait, en vertu de chaque force agissant séparément, une 
aire égale au produit de la projection de la ligne qu'elle ferait 
décrire, par la moitié de la perpendiculaire abaissée du point 
fixe, sur cette projection; cette aire est donc proportionnelle au 
temps. Elle est encore, dans un temps donné, proportionnelle au 
moment de la projection de la force; ainsi la somme des aires que 
tracerait la projection du rayon vecteur, en vertu de chaque force 
composante, si elle agissait seule, est égale à l'aire que la résul- 
tante fait décrire à cette projection. Il suit de là que si un mobile 
projeté d'abord en ligne droite est ensuite sollicité par des forces 
quelconques dirigées vers le point fixe, son rayon vecteur décrira 
toujours autour de ce point des aires proportionnelles aux temps, 
puisque les aires que feraient décrire à ce rayon les nouvelles com- 
posantes seraient nulles. Réciproquement, on voit que si le mobile 
décrit, autour du point fixe, des aires proportionnelles aux temps, 
la résultante des nouvelles forces qui le sollicitent est constam- 
ment dirigée vers ce point. 

7 . Considérons maintenant le mouvement d'un point sollicité 
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par des forces qui semblent agir d'une manière continue, telles 
que la pesanteur. Les causes de cette force et des forces semblables 
qui ont lieu dans la nature étant inconnues, il est impossible de 
savoir si elles agissent sans interruption , ou si leurs actions succes- 
sives sont séparées par des intervalles de temps dont la durée est 
insensible; mais il est facile de s'assurer que les phénomènes 
doivent être à très -peu près les mêmes dans ces deux hypothèses; 
car si Ton représente la vitesse d'un corps sollicité par une force 
sans cesse agissante, par l'ordonnée d'une courbe dont l'abscisse re- 
présente le temps, cette courbe, dans la seconde hypothèse, se 
changera dans un polygone d'un très-grand nombre de côtés , et qui , 
par cette raison, pourra se confondre avec la courbe. Nous adop- 
terons la première hypothèse avec les géomètres , et nous suppo- 
serons que l'intervalle de temps qui sépare deux actions consécu- 
tives d'une force quelconque est égal à l'élément dt du temps que 
nous désignerons par t. Il est clair qu'il faut alors supposer l'action 
de la force d'autant plus considérable que l'intervalle qui sépare 
ses actions successives est supposé plus grand, afin qu'après le 
même temps t, la vitesse soit la même : l'action instantanée d'une 
force doit donc être supposée en raison de son intensité et de 
l'élément du temps pendant lequel elle est supposée agir. Ainsi, 
en représentant par P cette intensité, on doit supposer au com- 
mencement de chaque instant dt, le mobile sollicité par une 
force P.dt, et mû uniformément pendant cet instant. Cela posé: 
On peut réduire toutes les forces qui sollicitent un point M, à 
trois forces P, Q, R, agissantes parallèlement à trois coordonnées 
rectan^es x,y, z, qui déterminent la position de ce point; nous 
supposerons ces forces agir en sens contraire de l'origine de ces 
coordonnées, ou tendre à les accroître. Au commencement d'un 
nouvel instant dt, le mobile reçoit, dans le sens de chacune de ces 
coordonnées, les accroissements de force ou de vitesse, P. dt, 
Q.dt, R. dt. Les vitesses du point M, parallèles à ces coordon- 
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dx H V dz é% 

nées y sont j-, jf i tt ; car dans un instant infiniment petit elles 

peuvent être censées uniformes, et par conséquent égales aux es- 
paces élémentaires divisés par l'élément du temps. Les vitesses 
dont le mobile est animé au commencement d'un nouvel instant 
sont par conséquent : 



ou 



dx 
dt 


-^P.dt, 


dy 
dt 


-hQ.dt, 


dz 




dt^^ 


dx 
'dt 


f dx 

^'dt 


-{-P.dt, 




^y -}-d 
dt ^" 


dy 
'dt 


"^'dt 


-hQ.dt, 



R.dt; 



dt dt dt 

mais dans ce nouvel instant, les vitesses dont le mobile est 
animé parallèlement aux coordonnées x, y, z, sont évidemment 

dx j dx dy j dy dz ? c?^ i r i dx ri ? 

û V dz 

— ^•-/T+Q-^^ ^t — d'j7 -+- R'dt, doivent donc être dé- 
truites ^ en sorte que le mobile M, en vertu de ces forces seules, 
serait en équilibre. Ainsi en désignant par Sx, êy, Sz^ les varia- 
tions quelconques des trois coordonnées x,y, z, variations qu'il ne 
faut pas confondre avec les différences dx, dy, dz, qui expriment 
les espaces que le mobile décrit parallèlement aux coordonnées 
durant Tinstant dt; l'équation (fe) du n° 3 deviendra 

o=Sx^^d.^^—P.dt\•^Sy\d/l^—QM\-^Sz\d.^^^ —R.dt\. (/) 

Si le point M est libre, on égalera séparément à zéro les coeffi- 
cients de Sx, ây et Sz, et l'on aura, en supposant l'élément dt 
du temps, constant, les trois équations différentielles, 

ddx p ddy ^ ddz j^ 

TF~^' TF~^' TF~^' 
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Si le point M n est pas libre, en sorte qu'il soit assujetti à se 
mouvoir sur une surface ou sur une ligne courbe, on éliminera 
de Téquation {fj , au moyen des équations à la surface ou à la 
courbe, autant de variations e^o?, ây, Sz, qu'il y aura d'équations, 
et l'on égalera séparément à zéro les coefficients des variations 
restantes. 

8, On peut supposer dans l'équation (/) les variations èx^ êy, 
èz égales aux difiPérentielles ixj dy, dz, puisque ces différentielles 
sont nécessairement assujetties aux conditions du mouvement du 
mobile M. En faisant cette supposition, et en intégrant ensuite 
l'équation (/), on aura 

c étant une constante arbitraire. f- est le carré de la 

vitesse de M, vitesse que nous désignerons par v; en supposant 
donc que Pdœ+Qdy+Rdz soit la différence exacte d'une fonc- 
tion (p, on aura 

v*=c-h2(p. [g) 

Ce cas a lieu lorsque les forces qui sollicitent le point M sont 
fonctions des distances de leurs origines à ce point, ce qui com- 
prend à peu près toutes les forces de la nature. En effet, 5, S\ etc. 
représentant ces forces, et s, s\ etc. étant les distances du point 
M à leurs origines, la résultante de toutes ces forces, multi- 
pliée par la variation de sa direction, sera, par le n° 2, égale à 
^.S.âs; elle est encore égale à P.Sx-\-Q.Sy'\-R.Sz; on a donc 

P.Sx-{'Q.Sy-^R.Sz='S..S.Ss; 

ainsi le second membre de cette équation étant une différence 
exacte, le premier membre l'est pareillement. 

Il résulte de l'équation [g), i"* que si le point M n'est sollicité 
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par aucunes forces, sa vitesse est constante, puisque alors ^ =o. 
C'est ce dont il est facile de s assurer d'ailleurs, en observant 
qu'un corps mû dans une surface ou sur une ligne courbe ne 
perd à la rencontre de chaque plan infiniment petit de la surface, 
ou de chaque côté infiniment petit de la courbe, qu'une partie 
infiniment petite du second ordre de sa vitesse; 2° que le point 
M, en partant d'un point donné avec une vitesse donnée, pour 
arriver à un autre point, aura, en parvenant à ce dernier point, 
la même vitesse, quelle que soit la courbe qu'il aura décrite. 

Mais si le mobile n'est point assujetti à se mouvoir sur une 
courbe déterminée, la courbe qu'il décrit jouit d'une propriété 
singulière, à laquelle on a été conduit par des considérations 
métaphysiques, et qui n'est au fond qu'un résultat remarquable 
des équations différentielles précédentes. Elle consiste en ce que 
l'intégrale fvds, comprise entre les deux points extrêmes de la 
courbe décrite, y est moindre que sur toute autre courbe, si le 
corps est libre, ou sur toute autre courbe assujettie à la même 
surface sur laquelle il doit se mouvoir, s'il n'est pas entièrement 
libre. 

Pour le faire voir, nous observerons que Pdx-\-Qdy-{'Rdz 
étant supposé une différentielle exacte, l'équation [(j) donne 

vSv=iP.Sx^Q.Sy^R.êz; 
l'équation (/) du numéro précédent devient ainsi 

o = âx.d.'-. h-^y.e/.TT- -^Sz.d.-^ — vdt.âv. 

dt ^ dt dt 

Nommons ds l'élément de la courbe décrite par le mobile; nous 

aurons 

vdt=ds, ds=^ dx^-i-dy^-^dz'; 
partant 

o=âx.d.-rr -^êy.d.-^ -hâz.d.-i^ — ds.âv; (h) 
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en différentiant par rapport à 8, Texpression de ds, on à 

at at at ^ dt 

Les caractéristiques cZ et 5 étant indépendantes, on peut les 
placer à volonté Tune avant l'autre ; l'équation précédente peut 
ainsi prendre cette forme : 

m, j dAdx.èx-^dy.^Y-^dz.èzl t^ j dx f< j dy tk j dz 

v.Sds= — ^ f^ ' — Sx.d.j^ — Sy.d.-^ — Sz.d.-^; 

en retranchant du premier membre de cette équation le second 
membre de l'équation [h], on aura 

t / I \ d.ldx.Sx-^-dy.Sy-^dz.S z) 

h.{vds)= ^ fj^ i. 

Cette dernière équation intégrée par rapport à la caractéristique d 
donne 

^ P j ^ ^ dx.Sx'-\-dy.Sy-^dz.S z 
à .fv ds= constante H ^^-rr^ . 

Si Ton étend l'intégrale à la courbe entière décrite par le 
mobile , et si l'on suppose les points extrêmes de cette courbe 
invariables, on aura 8.fvds = o; c'est-à-dire que de toutes les 
courbes suivant lesquelles le mobile assujetti aux forces P, Q, R 
peut parvenir d'un point donné à un autre point donné, il décrira 
celle dans laquelle la variation de l'intégrale /vrf 5 est nulle, et 
dans laquelle, par conséquent, cette intégrale est un minimum. 

Si le point se meut dans une surface courbe, sans être sollicité 
par aucune force, sa vitesse est alors constante, et l'intégrale 
fvds devient vfds; ainsi la courbe décrite par le mobile est, 
dans ce cas, la plus courte que l'on puisse tracer sur la surface, 
du point de départ au point d'arrivée. 

9. Déterminons la pression qu'un point mû dans une surface 
exerce contre elle. Au lieu d'éliminer de l'équation [f) du n® 7 
une des variations hx, 5j, hz, au moyen de l'équation à la sur- 
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face, on peut, par le n^ 3, ajouter à cette équation Téquation diffé- 
rentielle de la surface, multipliée par une indéterminée — \dt, 
et considérer ensuite les trois variations hx, By, Sz comme indé- 
pendantes. Soit donc u = o Téquation de la surface; on ajoutera 
à l'équation (/) le terme — X . 5 u .c/f , et la pression que le point 
exerce contre la surface sera, par le n*" 3, égale à 



Supposons d'abord que le point ne soit sollicité par aucune 
force, sa vitesse v sera constante : si l'on observe ensuite que 
vdt=ds, l'élément dt du temps étant supposé constant, l'élément 
ds de la courbe décrite le sera pareillement, et l'équation [f)^ 
augmentée du terme — X.Sa.rff, donnera les trois suivantes : 

^ ddx ^ /du\ , ddy ^ / diu\ . ddz ^ /du\ 

d'où Ton tire 



. /fduV {daV /duy v\\/{d dxY-h{ddyy-{-{ddzy 

^- V W "^ Vy) "^ W ~" ^' ^ 

mais ds étant constant, le rayon osculateur de la courbe décrite 
par le mobile est égal à 

ds* 



\/{ddxy-h{ddyy-h{ddzy' 
en nommant donc r ce rayon, on aura 



//daV /duV /daV 



V* 

r 



c'est-à-dire que la pression exercée par le point contre la surface 
est égale au carré de sa vitesse, divisé par le rayon osculateur de 
la courbe qu'il décrit. 
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Si le point se meut dans une surface sphérique, il décrira la 
circonférence du grand cercle de la sphère, qui passe par la 
direction primitive de son mouvement, puisqu'il ny a pas de 
raison pour qu'il s'écarte plutôt à droite qu'à gauche du plan de 
ce cercle : sa pression contre la surface, ou, ce qui revient au 
même, contre la circonférence qu'il décrit, est donc égale au 
carré de sa vitesse, divisé par le rayon de cette circonférence. 

Concevons le point attaché à l'extrémité d'un fil supposé sans 
masse , et dont l'autre extrémité soit fixe au centre de la surface : 
il est visible que la pression exercée par ce point contre la cir- 
conférence est égale à la tension qu'éprouverait le fil, si le point 
n'était retenu que par lui. L'effort que ce point ferait pour tendre 
le fil et pour s'éloigner du centre de la circonférence est ce que 
l'on nomme ybrc^ centrifuge. Ainsi la force centrifuge est égale au 
carré de la vitesse divisé par le rayon. 

Dans le mouvement d'un point, sur une courbe quelconque, 
la force centrifuge est égale au carré de la vitesse divisé par le 
rayon osculateur de la courbe, puisque l'arc infiniment petit de 
cette courbe se confond avec la circonférence du cercle oscula- 
teur; on aura donc la pression que le point exerce contre la 
courbe qu'il décrit, en ajoutant au carré de sa vitesse , divisé par 
le rayon osculateur, la pression due aux forces qui sollicitent ce 
point. 

Dans le mouvement d'un point sur une surface, la pression 
due à la force centrifuge est égale au carré de la vitesse divisé par 
le rayon osculateur de la courbe décrite par ce point, et multiplié 
par le sinus de l'inclinaison du plan du cercle osculateur, sur le 
plan tangent à la surface : en ajoutant à cette pression celle qui 
est due à l'action des forces qui sollicitent le point, on aura la 
pression totale qu'il exerce contre la surface. 

Nous venons de voir que si le point n'est animé d'aucunes 
forces , sa pression contre la surface est égale au carré de sa vitesse 
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divisé par le rayon oscuiateur de la courbe décrite; le plan du 
cercle oscuiateur, c'est-à-dire le plan qui passe par deux côtés 
consécutifs de la courbe décrite par le point, est donc alors per- 
pendiculaire à la surface. Cette courbe, relativement à la surface 
de la terre, est celle que Ton a nommée perjyendiculaire à la méri- 
dienne, et nous avons prouvé (n° 8) qu'elle est la plus courte que 
Ton puisse mener d'un point à un autre sur la surface. 

10. De toutes les forces que nous obscnons sur la terre, la 
plus remarquable est la pesanteur : elle pénètre les parties les 
plus intimes des corps, et sans la résistance de l'air, elle les ferait 
tomber avec une égale vitesse. La pesanteur est à fort peu près la 
même sur les plus grandes hauteurs où nous puissions nous 
élever, et dans les plus grandes j)rofondcurs où nous puissions 
descendre : sa direction est perpendiculaire à l'horizon ; mais dans 
les mouvements des projectiles, on peut supposer sans erreur 
sensible qu'elle est constante , et qu'elle agit suivant des droites 
parallèles , vu le peu d'étendue des courbes qu'ils décrivent rela- 
tivement à la circonférence de la terre. Ces corps étant mus dans 
un fluide résistant, nous nommerons ê la résistance qu'ils en 
éprouvent, et qui est dirigée suivant le côté de la courbe qu'ils 
décrivent, côté que nous désignerons par ds; nous nommerons, 
de plus, g la pesanteur. Cela posé : 

Reprenons l'équation (/) du n° 7 , et supposons que le plan 
des X et des j soit horizontal, et que l'origine des c.soit au 
point le plus élevé; la force ê produira, suivant les coordonnées 

X, y, z, les trois forces — ^i"» — ^7^' — ^7"^ ^^ ^^^^ donc 
par le n° 7, 

as ^ ds ils -^ 

et l'équation [f) devient 
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Si le corps est entièrement libre, on aura les trois équations 

o=d.'^-h€.'T'.dt, o=d.'^-h€.-^ ,dt, o=d.:^ + €.-^.dt — qdt. 

dt d$ ' dt as ' dt ds J 

Les deux premiers donnent 

dy j dx dx 1 dy 

dt'^'dt~dt '^'dr~^' 

d'où Ton tire en intégrant, dx=fdy, f éieini une constante arbi- 
traire. Cette équation est celle d'une droite horizontale; ainsi le 
corps se meut dans un plan vertical. En prenant ce plan pour 
celui des x et des z, on aura j = o ; les deux équations 

o=:rf.-r ^-g.-_,(if, o=d.-r- -h^.-r- 'dt — qdt, 

at as dt as *' 

donneront, en faisant àx constant, 

o ds.ddt ddz dz.ddt z> dz ,^ j^ 

dt' ' dt dt^ ds ^ 

DoùTon tire g dt*=ddz; et, en difiFérentiant, 2 gdt.ddt=d'z; 

en substituant pour ddt sà valeur -j-, et pour dt* sa valeur 

ddz 

, on aura 

^ S ds.d'z 

g i\ddzY ' 

Cette équation donne la loi de la résistance ê, nécessaire pour 
faire décrire au projectile une courbe déterminée. 

Si la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse, ê est 

ds* 
égal à h . -j— , h étant constant dans le cas où la densité du milieu 

est uniforme. On a alors 

S h.ds* h.ds' 

_^ -^— ^ _^^,^„_^__^^ ■ ^____^^____ . 

g g.dt^ ddz ' 
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d^ z 

partant h.ds= , ,^ , ce qui donne en intégrant, 

ddz '2 h s 

a étant une constante arbitraire, et c étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est l'unité. Si Ton suppose nulle la résistance 
du milieu, ou A=o,on aura, en intégrant, Téquation à la parabole, 

h y e étant des constantes arbitraires. 

L'équation différentielle ddz = gdl\ donnera dV^=r=: — . dac^ ; 

d'où l'on tire t = x. i / h/'. Si 

mencent ensemble, on aura r— -o,y'r— o, et par conséquent, 

t = x .\ — , z = ax'-\- hx; 
V 9 
ce qui donne 



9 




2 

Ces trois équations renferment toute la théorie des projectiles 
dans le vide; il en résulte que la vitesse est uniforme dans le sens 
horizontal, et que, dans le sens vertical, elle est la même que si 
le corps tombait suivant la verticale. 

Si le mobile part de l'état du repos, b sera nul, et l'on aura 

dz , 

la vitesse acquise croît donc comme le temps, et l'espace croît 
comme le carré du temps. 

Il est facile, au moyen de ces formules, de comparer la force 
centrifuge à la pesanteur. On a vu précédemment que v étant la 
vitesse d'un corps mû dans une circonférence dont le rayon est r, 

la force centrifuge est — . Soit h la hauteur dont il devrait tomber 

pour acquérir la vitesse v; on aura, par ce qui précède, v^=2(/h; 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE PREMIER. 31 

d'où Ton tire— =^, — . Si À = -|-r, la force centrifuge devient 

égaie à la pesanteur g : ainsi un corps pesant attaché à Textrémité' 
d'un fil fixe par son autre extrémité, sur un pian horizontal, 
tendra ce fil avec la même force que s'il était suspendu verticale- 
ment, pourvu qu'il se meuve sur ce plan avec la vitesse qu'il 
acquerrait en tombant d'une hauteur égale à la moitié de la lon- 
gueur du fil. 

11. Considérons le mouvement d'un corps pesant dans une 
surface sphérique. En nommant r son rayon, et fixant à son 
centre l'origine des coordonnées x,y, z, on aura r*— a;*— j'— z*=o; 
cette, équation, comparée à celle-ci 11=0, donne u=:r*~a;*— j''— 2*; 
en ajoutant donc à l'équation (/) du n® 7 la fonction 5w, multi- 
pliée par l'indéterminée — Xrff, on aura 

' équation dans laquelle on pourra égaler séparément à zéro les 
coefficients de chacune des variations hœ, Sj, &z, ce qui donne 
les trois équations suivantes : 



dt 



G 



d.i^-^:i\y.dt, } {A) 



o=d.-Tj -\-'ikz.dt — gdt. 



L'indéterminée X fait connaître la pression que le mobile exerce 
contre la surface. Cette pression est , par le n** 9 , égale à 



KdaV (duV (daV 

Vy ^ (37) ^ (31) ' 



elle est par conséquent égale à 2 . X r; or on a par le n" 8 , 

c-^2gz— jj; 
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c étant une constante arbitraire : en ajoutant cette équation aux 
équations [A] divisées par dt, et multipliées respectivement par 
X, y, z; en observant ensuite que, l'équation différentielle de la 
surface étant o=^xdx-\-y dy-^-zdz , on a 

o =xddx -\- y ddy -\-zddz-^dx^ -\-'dy^ -^dz\ 
on trouvera 

r 

Si l'on multiplie la première des équations [A] par — y, et qu'on 
l'ajoute à la seconde multipliée par x, on aura, en intégrant leur 
somme, 

xdy — ydx , 

c étant une nouvelle arbitraire. 

Le mouvement du point est ainsi ramené aux trois équations 
différentielles du premier ordre, 

xdx^ydy=-^zdz, 
xdy — ydx=^cdt, 

jfi =c^2gz. 

En élevant chaque membre des deux premières au carré , et en les 
ajoutant, on aura 

[x'^y').{dx*-^dy')=c*dV-^z'dz'; 
si l'on substitue, au lieu de x*-T-y\ sa valeur r' — z\ et au lieu de 

dz'-^dy' , dz' 

— , -^ , sa valeur c-\-igz — t— > on aura, en supposant que 
le corps s'éloigne de la verticale, 

dt= -^^ -î 

y (r* — c*) . (c -f-2 gz) — c' 
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La fonction sous le radical peut être mise sous la forme 

[a—z]^ [z—b).{2gz-hf); 
a, è, y* étant déterminés parles équations 

2g. [r^ — û* — ^^ — ^*) 
aH-6 

,, _ 2 if. (r'— g'), (r'—c') 

a-4-6 

On peut ainsi substituer aux arbitraires c et c les nouvelles arbi- 
traires a et 6, dont la première est la plus grande valeur de z, 
et dont la seconde est la plus petite valeur. En faisant ensuite, 

sin. 6=^ 




b' 



l'équation différentielle précédente deviendra 

, r.\/2.(a-+-6) dO ^ 

y étant égal à , — . ,. -- — ; — n • 

L'angle 6 donne la coordonnée z, au moyen de l'équation, 

;^ =z= a . cos*. ~f- 6 . sin*. d, 

et la coordonnée z divisée par r exprime le cosinus de l'angle que 
le rayon r fait avec la verticale. 

Soit "US l'angle que le plan vertical qui passe par le rayon r fait 
avec le plan vertical qui passe par Taxe des x, on aura 

x=\r*'^^^. cos.tJ, ji=yÇTl_2*. sin.tïT; 
ce qui donne 

xdy — ydx={r* — z*) .d^; 

l'équation xdy — ydx=cdt, donnera ainsi 

c'dl 



d'us 



•%« /• « ' 
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en substituant pour z et dt leurs valeurs précédentes en 0, on 
aura l'angle « en fonction de d; ainsi Ton connaîtra, pour un 
temps quelconque, les deux angles et t5, ce qui suffit pour 
déterminer la position du mobile. 

Nommons demi-oscillation du mobile le temps qu'il emploie à 
parvenir de la plus grande à la plus petite valeur de z: soit -^ T, 
ce temps. Pour le déterminer, il faut intégrer la valeur précé- 
dente de dt, depuis 0=o jusqu'à 0=iir, ir étant la demi-circon- 
férence dont le rayon est l'unité; on trouvera ainsi : 

'■=-V^-v/^^S-|'+(:)'''+(i^)'>-+(S)"/+«<=-!- 

Concevons le point suspendu à l'extrémité d'un fd sans masse, 
et fixe par son autre extrémité; si la longueur du fil est r, le mo- 
bile sera mû exactement comme dans l'intérieur d'une surface 
sphérique; il formera avec le fil un pendule dont le cosinus du 

plus grand écart de la verticale sera - . Si l'on suppose que dans 
cet état la vitesse du mobile soit nulle, il oscillera dans un plan ver- 
tical, et l'on aura, dans ce cas, a=r, y^= . La fraction 

est le carré du sinus de la moitié du plus grand angle que le fil 
forme avec la verticale; la durée entière Tde l'oscillation du pen- 
dule sera donc 

î'="VM'+(î)"-(^)+(^)'-(^)'+(S)'-(^y+"-i- 

j. If 

Si 1 oscillation est très-petite , est une très-petite fraction 

que l'on peut négliger, et alors on a 

les oscillations fort petites sont donc isochrones , ou de même 
durée, quelle que soit leur étendue; et l'on peut facilement, au 
moyen de cette durée et de la longueur correspondante du pen- 
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dule, déterminer les variations de l'intensité de la pesanteur, dans 
les divers lieux de la terre. 

Soit z la hauteur dont la pesanteur fait tomber les corps, pen- 
dant le temps T; on aura, par le n*" 10, 2z=gT% et par con- 
séquent, z=j'K\r; on aura donc ainsi, avec une grande pré- 
cision, au moyen de la longueur du pendule à secondes, l'espace 
que la pesanteur fait parcourir aux. corps , dans la première se- 
conde de leur chute. Des expériences très-exactes ayant fait voir 
que la longueur du pendule à secondes est la même, quelles que 
soient les substances que l'on fait osciller, il en résulte que la 
pesanteur agit également sur tous les corps, et qu'elle tend , dans le 
même lieu, à leur imprimer dans le même temps la même vitesse. 

12. L'isochronisme des oscillations du pendule n'étant qu'ap- 
proché, il est intéressant de connaître la courbe sur laquelle un 
corps pesant doit se mouvoir, pour arriver dans le même temps 
au point où son mouvement cesse , quel que soit l'arc qu'il aura 
décrit depuis le point le plus bas. Mais , pour embrasser ce pro- 
blème dans toute sa généralité, nous supposerons, conformément 
à ce qui a lieu dans la nature, que le mobile se meut dans un 
milieu résistant. Soit s l'arc décrit depuis le point le plus bas de 
la courbe, z l'abscisse verticale comptée de ce point, dt l'élément 
du temps, et g la pesanteur. La force retardatrice le long de l'arc 
de la courbe sera i"* la pesanteur décomposée suivant l'arc ds, et 

qui devient ainsi égale k g -r-; 2"* la résistance du milieu, que 

exprimerons par ^Itt/'Itt) étant la vitesse du mobile, et 
^ (tt) é*^^^* ^"^ fonction quelconque de cette vitesse. La difiFéren- 

. • dz I d$ \ 

tielle de cette vitesse sera, par le n** 7, égale à — (/.^ ^ (tt)' 

on aura donc, en faisant dt constant, 

dd$ dz ^ (ds\ /.v 



nous 



5. 
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Supposons 9 l-^\ =iii.^-t-7i.j^,,et5=\f/ (5') ; en désignant 

par \p'(5') la différence de \f/ [s), divisée par ds; et par >p' (5') 
celle de '^'{s)y divisée par ds; on aura 



ds ds I , f M 
dds dds I f / f\ . ds* t» f '\ 



et 1 équation (/) deviendra 

on fera disparaître le terme multiplié par y— , au moyen de 
l'équation 

d'où l'on tire en intégrant, 

\|/ [s] =log. h.[s-\-(i) '^\=zs, 

heKj étant des arbitraires. Si l'on fait commencer 5' avec 5, on aura 
h(j " = 1, et si Ton fait, pour plus de simplicité, h= 1 , on aura 

, 715 

s =c — 1; 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité : 
l'équation différentielle (/) devient alors 

dds ds* , dz / /x. 

En supposant s très-petit, nous pourrons développer le dernier 
terme de cette équation dans une suite ascendante par rapport 
aux puissances de s y et qui sera de cette forme : hs-\-ls'-h etc. i 
étant plus grand que l'unité; ce qui donne 

dds ds 1 t 1 t: 

0=: —f— -h m .-YT-i-ks -+- 1 s ' -i- elc. 
al* ai 
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Celte équation multipliée par c ^ • {cos. y f -4- y—i . sin, y t\,ei 

/ m* 

ensuite intégrée, devient, y étant supposé égal à i /it ^ , 

c ^ . j cos, y f H- y — i .sm.yf}. -T---f-( y. y — i j .5 j 



= — l.fs'dt.c " .j COS. yt-h^^—i .sin.yf j — etc. 

En comparant séparément les parties réelles et les parties imagi- 
naires, on aura deux équations au moyen desquelles on pourra 

éliminer -j-- ; mais il nous suffira ici de considérer la suivante : 
dt 

C '.-^.sin.yt+c * .5'. — .sin. yt—y. cos. yt\=^—Lfs'dt.c » . sin.yf-— etc. 

les intégrales du second membre étant supposées commencer 

ds 
avec t. Nommons T la valeur de t, à la fin du mouvement où -rr 

at 

est nul; on aura, à cet instant, 

mT . ml 

c~. 5'. jy. sin. y T — y cos. y T}= — l.fs''dt. c~ . sin. yt — etc. 

Dans le cas de s' infiniment petit, le second membre de cette 
équation se réduit à zéro , par rapport au premier, et Ton a 

o = -^ . sm. y 1 — y . cos. y 1 ; 
d'où Ton tire 

tang-yr=^; 

et comme le temps T est, par la supposition, indépendant de 
l'arc parcouru, cette valeur de tang. y T a lieu pour un arc quel- 
conque, ce qui donne, quel que soit s', 



mt 



o=^l.f$\dt.c ' . sin.yf-f-etc. 

Tintégrale étant prise depuis f=o, jusqu'à t=T. En supposant s' 
très-petit, cette équation se réduit à son premier^terme, et elle ne 

ml 

peut être satisfaite qu'en faisant /=o; car le facteur c * . sin.y ^ 
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étant constamment positif depuis t=o jusqu'à t=T, l'intégrale 
précédente est nécessairement positive dans cet intervalle. Il ne 
peut donc y avoir de taulochronisme que dans la supposition de 

(l " 

ce qui donne pour l'équation de la courbe tautoclirone , 

I kds , —ns. 

Dans le vide, et lorsque la résistance est proportionnelle à ia 
simple vitesse, n est nul, et cette équation devient gdz = ksds; 
équation à la cycloïde. 

11 est remarquable que le coefficient n de la partie de la résis- 
tance, proportionnelle au carré de la vitesse, n'entre point dans 
l'expression du temps T; et il est visible, par l'analyse précé- 
dente, que celte expression serait la même, si l'on ajoutait à la 

loi précédente de la résistance, les termes /> . jr; "^ 7 • 77T "^ ^t^- 

Soit en général R la force retardatrice le long de la courbe, on 
aura 

dds ., 

S est une fonction du temps t et de l'arc total parcouru qui, par 
conséquent, est fonction de ( et de s. En différentiant cette der- 
nière fonction, on aura une équation différentielle de cette forme, 

^ — V. 
dt ~^' 

V étant une fonction de f et de 5 qui doit être nulle par la condi- 
tion du problème, lorsque fa une valeur déterminée, et indépen- 
dante de l'arc total parcouru. Supposons, par exemple, V=zS .T, 
S étant fonction de s seul, et T étant fonction de t seul; on aura 

dds^_rp dS di , ç, dT _ dS_ ds^ ^ dT 
dr ~ ^ ' ds ' dt '^^'dt ~ Sds'dr '^^'dt ' 
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I ITT» 

mais Téquation j- =: S T, donne t, et par conséquent -j- égal 

à une fonction de ^ , , fonction que nous désignerons par 
ds* I / ds \ * 1 

dds ds* {dS i / ds \ ) ^ 



dt' S.dt* ■ Ids 



m)\ 



Telle est l'expression de la résistance qui convient à Téquation 

différentielle j- = ST; et il est facile de voir qu elle embrasse 

le cas de la résistance proportionnelle aux deux premières puis- 
sances de la vitesse, multipliées respectivement par des coeffi- 
cients constants. D'autres équations différentielles donneraient 
d'autres lois de résistance. 
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CHAPITRE III. 



DE L'ÉQUILIBRE D'UN SYSTÈME DE CORPS. 



13. Le cas le plus simple de l'équilibre de plusieurs corps est 
celui de deux points matériels qui se choquent avec des vitesses 
égales et directement contraires; leur impénétrabilité mutuelle 
anéantit évidemment leur vitesse, et les réduit à l'état du repos. 

Concevons présentement un nombre m de points matériels 
contigus, disposés en ligne droite, et animés de la vitesse u, dans 
la direction de cette droite. Concevons pareillement un nombre 
m de points contigus disposés sur la même droite, et animés de 
la vitesse u directement contraire à w, en sorte que les deux sys- 
tèmes viennent à se choquer. Il doit exister, pour leur équilibre 
à Tinstant du choc, un rapport entre n et u, qu'il s'agit de dé- 
terminer. 

Pour cela, nous observerons que le système m, animé de la 
vitesse n, ferait équilibre à un seul point matériel animé de la 
vitesse mu, dirigée en sens contraire; car chaque point du sys- 
tème détruirait dans ce dernier point une vitesse égale à a, et par 
conséquent ses m points détruiraient la vitesse entière mu; on 
peut donc substituer à ce système un seul point animé de la 
vitesse mu. On peut semblablement substituer au système m' un 
seul point animé de la vitesse m'u; or les deux systèmes étant 
supposés se faire équilibre, les deux points qui en tiennent lieu 
doivent pareillement se faire équilibre , ce qui exige que leurs 
vitesses soient égales; on a donc pour la condition de l'équilibre 
des deux systèmes, mu = m!u. 

La masse d'un corps est le nombre de ses points matériels, et 
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Ton nomme (juantité de mouvement le produit de la masse par la 
vitesse; c'est aussi ce que Ton entend par la force d'un corps en 
mouvement. Pour l'équilibre de deux corps ou de deux systèmes 
de points qui viennent à se choquer en sens contraire, les quan- 
tités de mouvement, ou les forces opposées, doivent être égales, 
et par conséquent les vitesses doivent être réciproques aux 
masses. 

La densité des corps dépend du nombre des points matériels 
qu'ils renferment sous un volume donné. Pour avoir leur densité 
absolue, il faudrait pouvoir comparer leurs masses à celle d'une 
substance qui n'aurait point de pores ; mais on n'en connaît point 
de semblables; on ne peut donc avoir que la densité relative des 
corps, c'est-à-dire le rapport de leur densité à celle d'une subs- 
tance donnée. Il est visible que la masse est en raison du volume 
et de la densité; en nommant donc M, la masse d'un corps, U 
son volume et D sa densité, on a généralement M=DU; équa- 
tion dans laquelle on doit observer que les quantités M, D et U 
expriment des rapports à des unités de leur espèce. 

Ce que nous venons de dire suppose que les corps sont com- 
posés de points matériels semblables, et qu'ils ne diffèrent que 
par la position respective de ces points. Mais la nature des corps 
étant inconnue, cette hypothèse est au moins précaire, et il est 
possible qu'il y ait des différences essentielles entre leurs molé- 
cules intégrantes. Heureusement la vérité de cette hypothèse est 
indifférente à la mécanique, et l'on peut, sans craindre aucune 
erreur, en faire usage, pourvu que par points matériels semblables 
on entende des points qui, se choquant avec des vitesses égales 
et contraires , se font mutuellement équilibre , quelle que soit 
leur nature. 

1 4. Deux points matériels dont les masses sont m et m' ne peu- 
vent agir l'un sur l'autre que suivant la droite qui les joint. A la 
vérité, si les deux points sont liés par un fil qui passe sur une 
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poulie fixe, leur action réciproque peut n'être point dirigée sui- 
vant cette droite- Mais on peut considérer la poulie fixe comme 
ayant à son centre une masse d'une densité infinie, qui réagit 
sur les deux corps m et m', dont l'action l'un sur l'autre n'est plus 
qu'indirecte. 

Nommons p l'action que m exerce sur m au moyen d'une droite 
inflexible et sans masse, qui est supposée unir ces deux points. En 
concevant cette droite animée de deux forces égales et contraires 
p et — p; la force — p détruira dans le corps m une force égale à 
p, et la force p de la droite se communiquera tout entière au 
corps m. Cette perte de force dans m, occasionnée par son action 
sur rn, est ce que l'on nomme réaction de m; ainsi, dans la com- 
munication des mouvements , la réaction est toujours égale ' et con-- 
traire à taction. L'observation fait voir que ce principe a lieu dans 
toutes les actions de la nature. 

Imaginons deux corps pesants m et m' attachés aux extrémités 
d'une droite horizontale, inflexible et sans masse, qui puisse tour- 
ner librement autour d'un de ses points. Pour concevoir l'action 
de ces corps l'un sur l'autre, lorsqu'ils se font équilibre, il faut 
supposer la droite infiniment peu rompue à son point fixe, et for- 
mée de deux droites faisant à ce point un angle qui ne difière de 
deux angles droits que d'une quantité infiniment petite «. Soient 
/' etf les distances de m et m' au point fixe : en décomposant la 
pesanteur de m en deux forces, l'une agissant sur le point fixe, 

l'autre dirigée vers m'; cette dernière force sera — ' ../ , 

(] étant la pesanteur. L'action de m' sur m sera pareillement 

'^'^•^ -^ ^ ; en égalant donc ces deux forces , en vertu de l'équi- 
libre, on aura mf=nif'; ce qui donne la loi connue de l'équilibre 
du levier, et fait en même temps concevoir l'action réciproque 
des forces parallèles. 
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Considérons présentement l'équilibre d'un système de points 
m , m, Tït'j etc. sollicités par des forces quelconques, et réagissant 
les uns sur les autres. Soit/la distance de m à rn ;f la -distance 
de m à ra^if la distance de m à rn, etc. soit encore p, l'action ré- 
ciproque de m sur m; p celle de m sur m; p" celle de m sur m", etc. 
Enfin, soient mS, mS\ m S", etc. les forces qui sollicitent m, m', 
m\ etc. et s, s, s\ etc. les droites prises depuis leurs origines jus- 
qu'aux corps m, m, m", etc. : cela posé, le point m peut être con- 
sidéré comme étant parfaitement libre, et en équilibre en vertu . 
de la force mS, et des forces que lui communiquent les corps m, 
m\ etc. mais s'il était assujetti à se mouvoir sur une surface ou sur 
une courbe, il faudrait ajouter à ces forces la réaction de la sur- 
face ou de la courbe. Soit donc Ss, la variation de s, et désignons 
par <î,/la variation de/, prise en regardant rrî comme fixe. Dési- 
gnons pareillement par S^ f, la variation de/', prise en regardant 
wl comme fixe, etc. Soient R, B! les réactions de deux surfaces qui, 
par leur intersection , forment la courbe sur laquelle le point m est 
assujetti à se mouvoir; et Sr, Sr les variations des directions de 
ces dernières forces. L'équation [d] du n** 3 donnera : 

o = mS.hs-{-p.h^J'-{-'p.h^J'-\- etc. -f-iî.Sr-t-iî'.Sr. 

Pareillement rn peut être considéré comme un point parfaitement 
libre, en équilibre en vertu de la force m! 5Vdes actions des corps 
m, m", etc. et des réactions des surfaces sur lesquelles il peut être 
assujetti à se mouvoir, réactions que nous désignerons par K et 
K". Soit donc S s la variation de 5'; ^,,/la variation de y* prise en 
regardant m comme fixe; S^f" la variation de/*' prise en regar- 
dant ra comme fixe , etc. Soient de plus Sr, Sr les variations des 
directions de K, R"; l'équilibre de rn donnera 

o=m'5'.eJ5'-hp.5^,/-t-/.5,/-h etc. -^R^Sr^'^R^hr". 
On formera de semblables équations relatives à l'équilibre de m\ 

6. 
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m'", etc. en les ajoutant ensuite, et observant que 

V=if-^Kf> 5/'=^, /+§„/, etc. 
âf, SJ\ etc. étant les variations totales (ïef,f, etc. on aura 

o =S. m.5.^5-f-S.p.^/-+-S.i{.^r; [k) 

équation dans laquelle les variations des coordonnées des di£fé- 
rents corps du système sont entièrement arbitraires. On doit ob- 
server ici qu au lieu de mS.Ss, on peut, en vertu de Téquation (a) 
du n° 2, substituer la somme des produits de toutes les forces par- 
tielles dont m est animé, parles variations de leurs directions res- 
pectives. Il en est de même des produits mS'.Ss, rnS\8s', etc. 

Si les corps m, m, m, etc. sont liés entre eux d'une manière 
invariable, les 6îs\jàiicesfyf,f', etc. sont constantes, et Ton a pour 
la condition de la liaison des parties du système, hJ=o^ Sy=o, 
Sy^=o, etc. Les variations des coordonnées étant arbitraires dans 
l'équation (A), on peut les assujettir à satisfaire à ces dernières équa- 
tions , et alors les forces p, p', f, etc. qui dépendent de l'action ré- 
ciproque des corps du système disparaissent de cette équation; 
on peut même en faire disparaître les termes Rhr, R8r, etc. en 
assujettissant les variations des coordonnées à satisfaire aux équa- 
tions des surfaces sur lesquelles les corps sont forcés de se mou- 
voir; l'équation [k) devient ainsi 

o=z^.mS.8s; (/) 

d'où il suit que, dans le cas de l'équilibre, la somme des varia- 
tions des produits des forces, par les éléments de leurs directions, 
est nulle, de quelque manière que l'on fasse varier la position du 
système, pourvu que les conditions de la liaison de ses parties 
soient observées. 

Ce théorème, auquel nous sommes parvenus dans la supposi- 
tion particulière d'un système de corps liés entre eux d'une ma- 
nière invariable, est général, quelles que soient les conditions de 
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la liaison des parties du système. Pour le démontrer, il suffit de 
faire voir qu en assujettissant les variations des coordonnées à ces 
conditions, on a dans Téquation (^), 

o = S.p.S/-t-Si?.Sr; 

or il est clair que 8r, 8 r, etc. sont nuls en vertu de ces condi- 
tions. Il ne s*agit donc que de prouver que Ion a o=S.p.Sjr, 
en assujettissant aux mêmes conditions les variations des coor- 
données. 

Concevons le système animé des seides forces p, p, p\ etc. et 
supposons que les corps soient forcés de se mouvoir sur des cour- 
bes qu ils puissent décrire en vertu des mêmes conditions. Alors 
ces forces se décomposeront en d'autres , les unes q, q, q\ etc. di- 
rigées suivant les droites^) /^/^ etc. et qui se détruiront mutuel- 
lement sans produire d'action sur les courbes décrites; les autres 
Ty T, T\ etc. perpendiculaires aux courbes décrites; les autres 
enfin , tangentielles à ces courbes , et en vertu desquelles le sys- 
tème sera mû. Mais il est aisé de voir que ces dernières forces 
doivent être nulles; car le système étant supposé leur obéir libre- 
ment, elles ne peuvent produire ni pression sur les courbes dé- 
crites, ni réaction des corps les uns sur les autres; elles ne peu- 
vent donc pas faire équilibre aux forces — p, — p\ — p\ etc. q, q\ 
q\ etc. Ty T, etc. il faut donc qu elles soient nulles, et que le sys- 
tème soit en équilibre en vertu des seides forces — p, — p', —f, etc. 
9> 9V 7"^ etc. r, T, etc. Soient hi, Si', etc. les variations des di- 
rections des forces T, T, etc. on aura, en vertu de l'équation [k), 

o=S. (7— p).S/-t-S.r.Si; 

mais le système étant supposé en équilibre en vertu des seules 
forces 7, q\ etc. sans qu'il en résulte aucune action sur les courbes 
décrites, l'équation \^) donne encore 0=21.7.5/; partant 

o=S./>.S/— S.r.Si. 
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Si Ton assujettit les variations des coordonnées à satisfaire aux 
courbes décrites, on a 5( = o, 8i= o, etc. on a donc alors 

o=S.p. 8f; 

et comme les courbes décrites sont elles-mêmes arbitraires et ne 
sont assujetties qu'aux conditions de la liaison des parties du sys- 
tème, Téquation précédente a lieu, pourvu que ces conditions 
soient remplies, et alors l'équation [k) se change dans l'équation 
(/). Cette équation est la traduction analytique du principe sui- 
vant, connu sous le nom de principe des vitesses virtuelles. 

« Si l'on fait varier infiniment peu la position d'un système de 
" corps, en l'assujettissant aux conditions qu'il doit remplir, la 
i< somme des forces qui le sollicitent, multipliées chacune par Tes- 
« pace que le corps auquel elle est appliquée parcourt suivant sa 
«direction, doit être égale à zéro, dans le cas de l'équilibre du 
« système. » 

Non-seulement ce principe a lieu dans le cas de l'équilibre, mais 
il en assure l'existence. Supposons, en effet, que l'équation (/) ayant 
lieu, les points m, m, etc. prennent les vitesses r, v\ etc. en vertu des 
forces m5, mS\ etc. qui leur sont appliquées. Ce système serait en 
équilibre, en vertu de ces forces et de celles-ci — mr, — mv\ etc. 
désignons par S r, 5 v, etc. les variations des directions de ces nou- 
velles forces; on aura, par le principe des vitesses virtuelles, 

o =:S . mS.hs — S .m.rSr; 

mais on a , par la supposition , o=S.m5.55; on a donc 
0=^^ .m.vhv. Les variations hv, hvy etc. devant être assujet- 
ties aux conditions du système, on peut les supposer égales à 
vdty vdty etc. et alors on a o=S .mr*, équation qui donne v=^o^ 
t''=o, etc. c'est-à-dire que le système est en équilibre, en vertu 
des seules forces m 5, m S', etc. 

Les conditions de la liaison des parties d'un système peuvent 
toujours se réduire à des équations entre les coordonnées de ses 
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difiFérents corps. Soient u=Oy u' = o, w'' = o, etc. ces diverses 
équations; on pourra, par le n° 3, ajouter à l'équation (/) la fonc- 
tion X S « -h V5 u -+- etc. ou S . X . 5 m; X, X', etc. étant des fonctions 
indéterminées des coordonnées des corps; cette équation devien- 
dra ainsi 

o=S .mS.Bs-h^ .X.Sm; 

dans ce cas, les variations de toutes les coordonnées seront arbi- 
traires, et Ton pourra égaler leurs coefficients à zéro, ce qui don- 
nera autant d'équations au moyen desquelles on déterminera les 
fonctions X, X', etc. Si Ion compare ensuite cette équation à l'équa- 
tion (iSr) , on aura 

S.X.5n=:S.p.5/-f-S.R.Sr; 

d'où il sera facile de conclure les actions réciproques des corps m, 
m, etc. et les pressions — R, — R, etc. qu'ils exercent contre les 
surfaces auxquelles ils sont assujettis. 

15. Si tous les corps du système sont fixement attachés en- 
semble, sa position sera déterminée par celle de trois de ses points 
qui ne sont pas en ligne droite; la position de chacun de ces points 
dépend de trois coordonnées, ce qui produit neuf indéterminées; 
mais les distances mutuelles des trois points étant données et in- 
variables, on peut, à leur moyen, réduire ces indéterminées à six 
autres qui, substituées dans l'équation (Z), introduiront six varia- 
tions arbitraires; en égalant à zéro leurs coefficients, on aura six 
équations qui renfermeront toutes les conditions de l'équilibre du 
système; développons ces équations. 

Pour cela, soient x,y, z, les coordonnées de m; x, y\ z\ celles 
de m; œ", y\ z, celles de m, etc. on aura 

f = v /K-^)'+(/-j)'-f-(/-^)% 
f'=s/ (a;^_:r')'-^ (/-y )'-f- [z-ïy , 

etc. 
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Si Ton suppose 

8x=èx=8x= etc. 

8y=8y = ^y'= etc. 

Sz=:5z =5/= etc. 

on aura hf=o^ 8f'=o^ hf"=Oj etc. les conditions à satisfaire 
seront donc remplies, et Ton aura, en vertu de réquation (Z) , 

o=Jl.mS.U^h o = S.m5Yy^V o=S.m5.(^j; (m) 

on aura ainsi trois des six équations qui renferment les conditions 
de l'équilibre du système. Les seconds membres de ces équations 
sont les sommes des forces du système, décomposées parallèle- 
ment aux trois axes des x, des y et des z; chacune de ces sommes 
doit donc être nulle dans le cas de l'équilibre. 

Les équations 8f=Oj 8f'=Oj 8f"=:0y etc. seront encore satis- 
faites, si l'on suppose z, z, z\ etc. invariables, et si l'on fait 

5a:=j.S'CT, ^y= — oj.S'CT; 

S x=y. S'CT, 5y= — rr'. 5 tar ; 

etc. 
â'CT étant une variation quelconque. En substituant ces valeurs 
dans l'équation ( / ) , on aura 

Il est visible que l'on peut changer dans cette équation , soit les 
coordonnées x, x\ x\ etc. soit les coordonnées y, j, y\ etc. en 
z, z\ z\ etc. ce qui donnera deux autres équations qui, réunies à 
la précédente, formeront le système suivant d'équations, 



S.m5.j;K.(|i)-rc.(|i)j, 

s.™5.j..(ii)-x.(ii)j,| {») 



o = S. m5 



■\y-{r^-'-{^)\-' 
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la fonction S .m5.j. (t—) est, par le n° 3, la somme des mo- 
ments de toutes les forces parallèles à Taxe des x, pour faire 
tourner le système autour de Taxe des z. Pareillement la fonction 

S . m 5 . a; . I j- 1 est la somme des moments de toutes les forces 

parallèles à Taxe des j, pour faire tourner le système autour de 
Taxe des z, mais en sens contraire des premières forces; la pre- 
mière des équations [n) indique, par conséquent, que la somme 
des moments des forces est nulle par rapport à Taxe des z. La 
seconde et la troisième de ces équations indiquent semblablement 
que la somme des moments des forces est nulle, soit par rapport 
à Taxe des j, soit par rapport à l'axe des x. En réunissant ces trois 
conditions à celles-ci , savoir que les sommes des forces parallèles 
A ces axes soient nulles par rapport à chacun d'eux, on aura les 
six conditions de l'équilibre d'un système de corps invariablement 
unis ensemble. 

Si l'origine des coordonnées est fixe, et attachée invariable- 
ment au système, elle détruira les forces parallèles aux trois axes, 
et les conditions de l'équilibre du système autour de cette origine 
se réduiront à ce que les sommes des moments des forces pour le 
faire tourner autour des trois axes soient nulles relativement à 
chacun d'eux. 

Supposons que les corps m, m, m\ etc. ne soient animés que 
par la pesanteur. Son action étant la même sur tous ces corps, et 
les directions de la pesanteur pouvant être supposées les mêmes 
dans toute l'étendue du système, on aura 

S=S'=^S"= etc. 






\Sx) 



etc. 



etc. 



(i^)=(è)=(i?)=^*^- 



TOME I. 
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les trois équations (/i) seront satisfaites, quelle que soit la direc- 
tion (le 5 , ou de la pesanteur, au moyen des trois suivantes : 

0=2. ma:, o = S. mj, 0=^ .mz. (0) 

L'origine des coordonnées étant supposée fixe, elle détruira, 

parallèlement à chacun des trois axes, les forces «^•(~p)-S -m« 

5.|-p|.S.m, 5.(y-|.S.m; en composant ces trois forces, on 

aura une force unique égale à 5. S .m, c'est-à-dire, égale au poids 
du système. 

Celte origine des coordonnées autour de laquelle nous suppo- 
sons ici le système en équilibre est un point du système très- 
remarquable, en ce qu'étant soutenu, le système animé par la 
pesanteur reste en équilibre, quelque situation qu'on lui donne 
autour de ce point que l'on nomme centre de gravité du système. 
Sa position est déterminée par la condition que, si l'on fait passer 
par ce point un plan quelconque, la somme des produits de 
chaque corps, par sa distance à ce plan, est nulle; car cette dis- 
tance est une fonction linéaire des coordonnées x, y, z, du corps; 
en la multipliant donc par la masse du corps, la somme de ces 
produits sera nulle en vertu des équations (0). 

Pour fixer la position du centre de gravité, soient A', Y, Z, ses 
trois coordonnées par rapport à un point donné; soient œ,y, z, les 
coordonnées de m, rapportées au même point; x, y\ z', celles de 
m', et ainsi de suite; les équations (0) donneront 

o=S.m. (a; — A); 

mais on a S .m.A=A.S .m, S .m étant la masse entière du sys- 
tème ; on a donc 

2 . m x 



On aura pareillement 



2 . m 



Y ^ '^y 7 2./W2: ^ 
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ainsi les coordonnées X, Y, Z ne déterminant qu un seul point, 
on voit que le centre de gravité d'un système de corps est unique. 
Les trois équations précédentes donnent 

équation que Toii peut mettre sous cette forme: 

Y. . Y^^7^— 2.m.(x>+y-+:g') 2 .mm\\{x'^xy+{y-yy+{z'^zY\ 
A -ri +Z_ 27^j jj-j^^ , 

l'intégrale finie ^ .mm. \ [x — x) ' -f- [y — ^7) *-f- (2^' — 2) * î expri- 
mant la somme de tous les produits semblables à celui qui est 
renfermé sous la caractéristique 2 , et que Ton peut former en 
considérant deux à deux tous les corps du système. On aura donc 
ainsi la distance du centre de gravité à un point fixe quelconque, 
au moyen des distances des corps du système à ce même point 
fixe, et de leurs distances mutuelles. En déterminant de cette 
manière la distance du centre de gravité à trois points fixes 
quelconques, on aura sa position dans l'espace; ce qui donne un 
nouveau moyen de le déterminer. 

On a étendu la dénomination de centre de gravité à un point 
d'un système quelconque de corps pesants ou non pesants, déter- 
miné par les trois coordonnées X, Y, Z. 

16. Il est facile d'appliquer les résultats précédents à l'équi- 
libre d'un corps solide de figure quelconque, en le concevant 
formé d'une infinité de points liés fixement entre eux. Soit donc 
dm, un de ces points, ou une molécule infiniment petite du 
corps; soient x, j, z, les coordonnées rectangles de cette molé- 
cule; soient encore P, Q, i?, les forces dont elle est animée paral- 
lèlement aux axes des x, des y et des z; les équations (m) et (n) 
du numéro précédent se changeront dans les suivantes : 

o^=fP.dm, o=fQ.dm, o=fR.dm; 

o=:f{Py—Qx).dm, o=f{Pz—Rx).dm, o=f{Ry—Qz).dm; 

7. 
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le signe intégral / étant relatif à la molécule dm, et devant s'é- 
tendre à la masse entière du solide. 

Si le corps ne peut que tourner autour de Forigine des co- 
ordonnées, les trois dernières équations suffisent pour l'équi- 
libre. 
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CHAPITRE IV. 



DE L'ÉQUILIBRE DES FLUIDES. 



1 7 . Pour avoir les lois de Téquilibre et du mouvement de cha- 
cune des molécules fluides, il faudrait connaître leur figure, ce 
qui est impossible; mais nous n avons besoin de déterminer ces 
lois que pour les fluides considérés en masse, et alors la connais- 
sance des figures de leurs molécides devient inutile. Quelles que 
soient ces figures , et les dispositions qui en résultent dans les mo- 
lécules intégrantes, tous les fluides pris en masse doivent ofirir 
les mêmes phénomènes dans leur équiUbre et dans leurs mouve- 
ments , en sorte que l'observation de ces phénomènes ne peut rien 
nous apprendre sur la configuration des molécules fluides. Ces 
phénomènes généraux sont fondés sur la mobilité parfaite de ces 
molécules, qui peuvent ainsi céder au plus léger effort. Cette mo- 
bilité est la propriété caractéristique des fluides; elle les distingue 
des corps solides, et sert à les définir. Il en résulte que, pour 
l'équilibre d'une masse fluide, chaque molécule doit être en équi- 
libre en vertu des forces qui la sollicitent , et des pressions qu'elle 
éprouve de la part des molécules environnantes. Développons les 
équations qui résultent de cette propriété. 

Pour cela, considérons un système de molécules fluides for- 
mant un parallélipipède rectangle infiniment petit. Soient x,y, z, 
les trois coordonnées rectangles de l'angle de ce parallélipipède, 
le plus voisin de l'origine des coordonnées. Soient dx, dy, dz, les 
trois dimensions de ce parallélipipède; nommons p la moyenne 
de toutes les pressions qu'éprouvent les diffîérents points de la 
face dy.dz du parallélipipède, la plus voisine de l'origine des 
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coordonnées, et p la môme quantité relative à la face opposée. Le 
parallélipipède, en vertu de la pression qu il éprouve, sera solli- 
cité parallèlement à Taxe des x par une force égale à (p— p') .dy.dz. 
p — p est la différence de p prise en ne faisant varier que x; car, 
quoique la pression p agisse en sens contraire de p, cependant la 
pression qu éprouve un point du fluide étant la même dans tous 
les sens, p — p peut être considéré comme la différence de deux 
forces infiniment voisines et agissantes dans le même sens; on a 

doncp' — p=il-^ydx; et (p — p) .dy.dz= — l-^Vdx.dy.dz. 

Soient P, Q, R, les trois forces accélératrices qui animent d'ail- 
leurs les molécules fluides, parallèlement aux axes des x, des y, 
et des z; si Ton nomme p la densité du parallélipipède, sa masse 
sera p .dx dy dz, et le produit de la force P par cette masse sera 
la force entière qui en résulte pour la mouvoir; cette masse sera, 
par conséquent, sollicitée, parallèlement à Taxe des x, par la force 

pP — l-Ajl.dx.dy.dz. Elle sera pareillement sollicitée, paral- 
lèlement aux axes des y et des z, par les forces 

pQ — Ij-^l.dx.dy.dz, et IpR — l-r^jl.dx.dy.dz; 

on aura donc, en vertu de l'équation [b) du n° 3, 

OU hp=p.\P.8x-hQ. 5j-4-jR . 5 c { . 

Le second membre de cette équation doit être, comme le pre- 
mier, une variation exacte; ce qui donne les équations suivantes 
aux différences partielles, 

( d.pP \ _ { d.pQ \ ( d.pP \ _ ( d.pR \ ( d.pQ \ _ ( d.pR \ 

[ dy )-[ dx )^ \ dz )-[ dx j' [ dz )-y~dr)'' 

d'où l'on tire 

o=P. (5f) -Q. Q +«. (^) _P. (^) +Q. (ï) _fl . (i^y 
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Cette équation exprime la relation qui doit exister entre les forces 
P, Q, R, pour que Féquilibre soit possible. 

Si le fluide est libre à sa surface , ou dans quelques parties de 
cette surface, la valeur de p sera nulle dans ces parties; on aura 
donc Sp=o, pourvu que Ton assujettisse les variations Sx, 5j, Sz 
à appartenir à cette surface; ainsi, en remplissant ces conditions, 
on aura 

o=P.8x'+'Q.8y-hR.8z. 

Soit Stt=o, Téquation différentielle de la surface, on aura 

P.8x-hQ.8y-\-R.8z=\.8u, 

X étant une fonction de x,y, z; d*où il suit, par le n° 3, que la 
résultante des forces P, Q, R, doit être perpendiculaire aux par- 
ties de la surface dans lesquelles le fluide est libre. 

Supposons que la variation P.8x-hQ.hy-+'R.8z, soit exacte, 
ce qui a lieu par le n° 2, lorsque les forces P, Q, R, sont le résultat 
de forces attractives. Nommons alors S(p cette variation; on aura 
8p=p.B (p ; p doit donc être fonction de p et de <p; et, comme en 
intégrant cette équation différentielle on a (p en fonction de p, 
on aura p en fonction de p. La pression p est donc la même pour 
toutes les molécules dont la densité est la même; ainsi hp est 
nul relativement aux surfaces des couches de la masse fluide 
dans lesquelles la densité est constante, et Ton a, par rapport à 
ces surfaces, 

o — P.hx-^-Q.hy^R.hz. 

Il suit de là que la résultante des forces qui animent chaque molé- 
cule fluide est, dans l'état d'équilibre, perpendiculaire à la sur- 
face de ces couches que l'on a nommées pour cela couches de 
niveau. Cette condition est toujours remplie si le fluide est homo- 
gène et incompressible, puisque alors les couches auxquelles cette 
résultante est perpendiculaire sont toutes de même densité. 
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Pour Téquilibre d*uiie masse fluide homogène dont la surface 
extérieure est libre , et qui recouvre un noyau solide fixe et de 
figure quelconque, il est donc nécessaire et il suffît, i^ que la 
diffiérentielle P.Src-t-Q.Sy-j-jR.Sz soit exacte; a** que la résul- 
tante des forces à la surface extérieure soit dirigée vers cette sur-; 
face, et lui soit perpendiculaire. 
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CHAPITRE V. 



PRINCIPES GÉNÉRAUX DU MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE CORPS. 



18. Nous avons ramené dans le n"" 7 les lois du mouvement 
d'un point à celles de l'équilibre, en décomposant son mou- 
vement instantané en deux autres, dont l'un subsiste, et dont 
l'autre est détruit par les forces qui sollicitent ce point : l'équi- 
libre entre ces forces et le mouvement perdu par le corps nous a 
donné les équations difiFérentielles de son mouvement. Nous allons 
faire usage de la même méthode pour déterminer le mouvement 
d'un système de corps m, m', m\ etc. Soient donc mP, mQ, mR, 
les forces qui sollicitent m, parallèlement aux axes de ses coor- 
données rectangles rr, j, z; soient m P\ mQ', mR' les forces qui 
sollicitent m' parallèlement aux mêmes axes, et ainsi de suite; et 

nommons t, le temps. Les forces partielles ^'-tt^ ^ 'dT' ^'It ' 
du corps m, à un instant quelconque, deviendront dans l'instant 
suivant : 



dx J dx 
dt dt 


— m.d.-rr -^mP.dt, 


m 

dy 1 dy 
dt dt 


— m.d.-f^ -\-mQ.dt, 


dz J dz 


— m.d.-rr -^-mR.dt; 


comme les seules forces 




dx J dx dy 

m. j^ -f-m.a. , , m.-r- 

dt dt dt 


J dy dz J dz 


TOUE I. 


8 
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subsistent, les forces 

- -m.rf.^ '+-mP.dt, — 'w.d.jj -hmQ.rff, — m.d.j^ -f-m /l.rff, 

seront détruites. En marquant dans ces expressions, successive^ 
ment d'un trait, de deux traits, etc. les lettres m, x,y, z, P, Q, R, 
on aura les forces détruites dans les corps m', m", etc. Cela posé» 
si Ton multiplie respectivement ces forces par les variations ix, 
5j, Sz, 5 a;', etc. de leurs directions, le principe des vitesses vir- 
tuelles exposé dans le n"* 14 donnera, en supposant dt constant» 
l'équation suivante : 

o=^„,.Sx.\^-P\-+-m.Sy.\^-Q\-i-m.Sz.\^-R\ 

.^„/. J..'.j4^_P'j + m'.V.|iffe: _Q'l+„'.,.'.j^_irj j' <''' 
etc. 

on éliminera de cette équation, au moyen des conditions parti- 
culières du système, autant de variations qu il y a de ces condi- 
tions; en égalant ensuite séparément à zéro les coefficients des 
variations restantes, on aura toutes les équations nécessaires pour 
déterminer le mouvement des diiférents corps du système, 

19. L'équation [P] renferme plusieurs principes généraux de 
mouvement, que nous allons développer. On assujettira évidem- 
ment les variations 8œ, 8y, 8z, Sa;', etc. à toutes les conditions 
de la liaison des parties du système, en les supposant égales aux 
différences dx, r/j, dz, dx, etc. Cette supposition est donc per- 
mise, et alors l'équation (P) donne en l'intégrant, 

c étant une constante arbitraire introduite par l'intégration. 

Si les forces P, Q, iî, sont le résultat de forces attractives 
dirigées vers des points fixes, et des forces^ attractives des corps 
les uns vers les autres, la fonction ^ .fm .[P dx-\-Qdy -\-Rdz) est 
une intégrale exacte. En effet, les parties de cette fonction rela- 
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tives aux forces attractives dirigées vers des points fixes sont, par 
le n"" 8, des intégrales exactes. Cela est également vrai par rapport 
aux parties qui dépendent des attractions mutuelles des corps 
du système; car si Ton nomme/ la distance de ?r à m', mF, l'at- 
traction de nî sur m, la partie de m-(Pd[ic-f-Q^j-hjR(/z), re- 
lative à l'attraction de m' sur m, sera, par le numéro cité, égale à 
— mm.Fdf, la différence (Z/ étant prise en ne faisant varier que 
les coordonnées x, y, z. Mais la réaction étant égale et contraire 
à faction, la partie de m. [P'dx-{'Q'dy'-hR'dz)y relative à fat- 
traction de m sur m', est égale à — mmFdf, en ne faisant varier 
dans f que les coordonnées x', y', z ; la partie de la fonction 
S. m [PdX'+'Qdy'^Rdz)y relative à fattraction réciproque de m 
et de m, est donc — mm.Fdf, tout étant supposé varier dans/. 
Cette quantité est une différence exacte, lorsque F est une fonc- 
tion de/, ou lorsque fattraction est comme une fonction de la 
distance, ainsi que nous le supposerons toujours; la fonction 
^.m.[Pdx-hQdy'i-'Rdz) est donc une différence exacte, toutes 
les fois que les forces qui agissent sur les corps du système sont 
le résultat de leur attraction mutuelle, ou de forces attractives 
dirigées vers des points fixes. Soit alors d(p, cette différence, et 
nommons r, la vitesse de m, v celle de m', etc. on aura 

J:.mv'=c^2(p. [R) 

Cette équation est analogue à féquation [g) du n"" 8; elle 
est la traduction analytique du principe de la conservation des 
forces vives. On nomme force vive d'un corps, le produit de sa 
masse par le carré de sa vitesse. Le principe dont il s'agit consiste 
en ce que la somme des forces vives, ou la force vive totale du 
système, est constante, si le système n'est sollicité par aucunes 
forces; et si les corps sont sollicités par des forces quelconques, 
la somme des accroissements de la force vive totale est la même, 
quelles que soient les courbes décrites par chacun de ces corps, 

8. 
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pourvu que leurs points de départ et d'arrivée soient les mêmes. 
Ce principe n a Heu que dans les cas où les mouvements des 
corps changent par des nuances insensibles. Si ces mouvements 
éprouvent des changements brusques, la force vive est diminuée 
d'une quantité que Ton déterminera de cette manière. L*analyse 
qui nous a conduits à l'équation (P) du numéro précédent donne 
alors, au lieu de cette équation, la suivante : 

. dx 4 rfy ^ V dz ,. ^ 1 i-r-v ^ dx dy ^ dz 

A. -y-, A. -7^, et A.-T-, étant les dulerences de -r-, :y7-, et -rr» 

dt dt dt dt dt dt 

d'un instant à l'autre , différences qui deviennent fmies lorsque 
les mouvements des corps reçoivent des altérations finies dans un 
instant. On peut supposer dans cette équation, 

hx=dx-h^.dx, hy=r.dy'^^ .dy^ hz = dz-^-\ .dz; 

parce que les valeurs de dx, dy, dz, se changeant dans Tinstant 
suivant, dans dx-+-^.dx, dy-h^.dy, dz-\-\.dz, ces valeurs de 
Src, 5j, Sz, satisfont aux conditions de la liaison des parties du 
système; on aura ainsi 

o =2 . „, . j (J: + A. J).i. 1: + (i + A. |).A. J + (§ + A. 3i).A. i/L j 

— :S.m.\P.{dx^^.dx)-hQ.{dy-i'^.dy)-hR.{dz-hA.d2) \. 

Celte équation doit être intégrée comme une équation aux diffé- 
rences finies relative au temps t dont les variations sont infini- 
ment petites, ainsi que les variations de x, y, z, x, etc. Désignons 
par 2^ les intégrales finies résultantes de celte intégration, pour 
les distinguer des intégrales finies précédentes, relatives à l'en- 
semble des corps du système. L'intégrale de mP.[dx'\-\.dx) est 
visiblement la même qnefmP.dx; on aura donc 

c„„sume=s.„,.ïïiii*^i2+s,2.™.i(A.jy+(A.ir)V(A.^)-j 

— ^l.f.m.iP.dx-^Q.dy-hR.dz); 
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en désignant donc par v, v, v\ elc. les vitesses de m, m, m\ etc. 



on aura 



2.m.v«=constante— 2,.2.m.|(A.^)V(A.Jjy-f-(A. jyj 

-4-2 ^.f.m.{P.dx-{'Q.dy-^R.dz). 

La quantité renfermée sous le signe S^ étant nécessairement posi- 
tive, on voit que la force vive du système diminue par l'action 
mutuelle des corps, toutes les fois que durant le mouvement 

quelques-unes des variations A . -7- , A . ^ , etc. sont finies. 

L'équation précédente offre de plus un moyen fort simple d'avoir 
cette diminution. 

A chaque variation brusque du mouvement du système, on 
peut concevoir la vitesse de m, décomposée en deux autres, l'une 
V, qui subsiste dans l'instant suivant; l'autre F, détruite par Tac- 

tion des autres corps; or la vitesse de m étant -^ j-f 

avant cette décomposition, et se changeant après, dans 

\/{dx-h^.dxY-^{d y^A.d'YY-h{dz-^A.dzy 

il est facile de voir que Ton a 

l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme : 
2 . m t;»=i constante — 2^.2 .m V«-|-2 2 ./m . (P(/x-4- Qrfy-f-iîdz). 

20. Si dans l'équation (P) du n*" 18, on suppose 

8x = hx-h hxl , hy = Sj-f- 5y/ , Sz =8z-\- Sz/ , 

hx^= Sx -h 5a;/, hy = 5j-h hy" , 5/ = §z -h hz" , 

etc. 
en substituant ces variations, dans les expressions des variations 
hj, hfy hj\ elc. des distances mutuelles des corps du système, 
dont on a donné les valeurs dans le n^ 15, on voit que les varia- 
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tîons 8x, 5j, 8z, disparaissent de ces expressions. Si le système 
est libre 9 c est-à-dire, si aucune de ses parties n*a de liaison 
avec les corps étrangers, les conditions relatives à la liaison mu* 
tuelle des corps ne dépendant que de leurs distances mutuelles, 
les variations ^x, Sy, 8z, seront indépendantes de ces condi- 
tions; d'où il suit qu'en substituant, au lieu de 3j?', iy, hz\ 
hx\ etc- leurs valeurs précédentes dans l'équation (P), on doit 
égaler séparément à zéro les coefficients des variations Sa;, hy, 
8z; ce qui donne les trois équations 

o = 2.m.(§-i>). o = 2.m.(g-Q). o = 2 .m.(^ — il). 

Supposons que A', Y, Z soient les trois coordonnées du centre de 
gravité du système; on aura par le n° 15, 

y 2.mx 1- 2.my y 2.mz 

partant 

ddX 2.mP ddY 2.mQ 



2. m ' 




ddZ 


^.mR 


dt' 


2. m * 



dr 2. m ' dr- 2. m ' 

le centre de gravité du système se meut donc, comme si tous les 
corps m, m, etc. étant réunis à ce centre, on lui appliquait toutes 
les forces qui sollicitent le système. 

Si le système n'est soumis qu'à l'action mutuelle des corps qui 
le composent, et à leurs attractions réciproques, on aura 

0=2. mP, = 2. mQ, o = 2.m/î; 

car en exprimant par /; l'action réciproque de m et de m, quelle 
que soit sa nature, et désignant pary* la distance mutuelle de ces 
deux corps, on aura, en vertu de cette action seule, 

f ' ^~ / ' ^ / ' 
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d où Ton tire 

o=mP-+-m'JP, o=mQ-hm'Q', o=m/?-hm'jR', 

et il est clair que ces équations ont lieu dans le cas même où les 

corps exerceraient les uns sur les autres une action finie dans un 

instant. Leur action réciproque disparaît donc des intégrales 

^.mP, ^.mQ, ^.mR, qui, par conséquent, sont nulles, lorsque 

le système n est point sollicité par des forces étrangères- Dans ce 

cas, on a 

ddX ddY ddZ 

dV ^ dV ' ^ dF ' 

et en intégrant, 

X=a^bt, y=a'-4-6'f, Z=a'^b''t; 

a, b, a, b'y a, b", étant des constantes arbitraires. En éliminant 
le temps t, on aura une équation du premier ordre, soit entre 
X et Y, soit entre X et Z; d'où il suit que le mouvement du 
centre de gravité est rectiligne. De plus, sa vitesse étant égale à 

ou à y/ 6* -+- 6'* -f- 6"* , elle est cons- 
tante, et le mouvement est uniforme. 

Il est clair, d'après l'analyse précédente , que cette inaltérabi- 
lité du mouvement du centre de gravité d'un système de corps, 
quelle que soit leur action mutuelle, subsiste dans le cas même 
où quelques-uns de ces corps perdent dans un instant, par cette 
action , une quantité finie de mouvement. 

21. Si l'on fait 

Sa:'zzz=.Xi^-f-S^;, Sa;''=i^-f-S^;, etc. • 

y y 

ày=— ^^'m b=— ^5/.» fy = — hSx.,etc. 

la variation hx disparaît encore des expressions de 3/, hf. 
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SJ ", etc. en supposant donc le système libre, les conditioDs rela- 
(ives à la liaison des parties du système n influant que sur les 
variations S/, hj\ etc. la variation hx en est indépendante, et 
elle est arbitraire; ainsi , en substituant dans Téquation (P) du 
n"* 18, au lieu de hx\ hx\ etc. hy, hy, hy\ etc. leurs valeurs 
précédentes, on doit égaler séparément à zéro le coeflicient de hx^ 
ce qui donne 

o:=S.7?i. ^ —jj^ -T-S.m.(rj — Qx) ; 

d'oii Ton tire, en intégrant par rapport au temps t, 

c^=^.m. ^ — —7^ — - Â-lL.j.m.yPy — Qx) .dt; 

c étant une constante arbitraire. 

On peut, dans cette intégrale, changer les coordonnées y, 
y\ etc. dans ;:, Zy etc. pourvu que Ton y substitue, au lieu des 
forces Q, Q', etc. parallèles à l'axe des j, les forces i?, /î', etc. 
parallèles à Taxe des r, ce qui donne 

c étant une nouvelle arbitraire. On aura de la même manière 

c étant une troisième arbitraire. 

Supposons que les corps du système ne soient soumis qu*à 
leur action mutuelle, et à une force dirigée vers l'origine des 
coordonnées. Si l'on nomme, comme ci-dessus, f l'action réci- 
proque de m et de m', on aura, en vertu de cette action seule, 

o=m. (Py — Qa')-f-m'. (PV — Qx)\ 
ainsi l'action mutuelle des corps disparaît de l'intégrale finie 
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^.m.[Py — Qoc). Soit 5, la force qui sollicite m vers l'origine des 
coordonnées; on aura, en vertu de cette force seule, 

— S.x ^ — S. y 

= I '•> Q= , =:; 

la force 5 disparaît donc de l'expression de Py — Qw; ainsi, dans 
le cas où les différents corps du système ne sont sollicités que par 
leur action et leur attraction mutuelle, et par des forces dirigées 
vers l'origine des coordonnées , on a 

Si l'on projette le corps m sur le plan des x et des y, la différen- 
tielle — - — ^ — sera l'aire que trace, durant l'instant dt^ le rayon 

mm 

vecteur mené de l'origine des coordonnées à la projection de m; 
la somme de ces aires multipliées respectivement par les masses 
de ces corps est donc proportionnelle à l'élément du temps; d'où 
il suit que dans un temps fini elle est proportionnelle au temps. 
C'est en cela que consiste le principe de la conservation des aires. 

Le plan fixe des x et des j étant arbitraire, ce principe a lieu 
pour un plan quelconque, et si la force 5 est nulle, c'est-à-dire, 
si les corps ne sont assujettis qu'à leur action et à leur attraction 
mutuelle, l'origine des coordonnées est arbitraire, et l'on peut 
placer à volonté le point fixe. Enfin , il est facile de voir, par ce 
qui précède, que ce principe subsiste dans le cas même où, par 
l'action mutuelle des corps du système, il survient des change- 
ments brusques dans leurs mouvements. 

Il existe un plan par rapport auquel c et c sont nuls , et qu'il 
est, par cette raison, intéressant de connaître; car il est visible 
que l'égalité de c et de c à zéro doit apporter de grandes simpli- 
fications dans la recherche du- mouvement d'un système de corps. 
Pour déterminer ce plan , il est nécessaire de rapporter les coor- 
données x^ y, Zy à trois autres axes ayant la même origine que 
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les précédents. Soit donc l'inclinaison du plan cherché formé 
par deux de ces nouveaux axes, au plan des x et des y; et yp 
l'angle que forme Taxe des x, avec Tintersection de ces deux 

plans, en sorte que soit l'inclinaison du troisième axe nou- 

veau, sur le plan des x et des j, et que \|/ soit l'angle que sa 

projection sur le même plan fait avec Taxe des x, ir étant la demi- 
circonférence. 

Pour fixer les idées, imaginons que l'origine des coordonnées 
soit au centre de la terre; que le plan des x et des j soit celui de 
l'écliptique, et que l'axe des z soit la ligne menée du centre de 
la terre au pôle boréal de l'écliptique; concevons de plus que 
le plan cherché soit celui de l'équateur, et que le troisième axe 
nouveau soit l'axe de rotation de la terre, dirigé vers le pôle 
boréal; 6 sera l'obliquité de l'écliptique, et \|/ sera la longitude 
de l'axe fixe des x, relativement à l'équinoxe mobile du prin- 
temps. Les deux premiers axes nouveaux seront dans le plan de 
l'équateur, et en nommant <p la distance angulaire du premier 
de ces axes à cet équinoxe, ^ représentera la rotation de la terre, 

comptée du même équinoxe, et — h 9 sera la distance angulaire 

du second de ces axes au même équinoxe. Nous nommerons axes 
principaux ces trois nouveaux axes. 

Cela posé , soient oc^, y^, z^, les coordonnées de m rapportées , 
1** à la ligne menée de l'origine des coordonnées, à l'équinoxe du 
printemps; les o;^ positifs étant pris du côté de cet équinoxe; 2** à 
la projection du troisième axe principal, sur le plan des x et 
des j; 3° à l'axe des z; on aura 

x=x^ . COS. >|/ -\-y^ . sin. \|/ , 
y=:y.cos. \|/ — a:^.sin. \|/, 

z = z . 

Soient oo^yy^, z^, les coordonnées rapportées, i^ à la ligne de 
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Téquinoxe du printemps; 2*^ à la perpendiculaire à cette ligne, 
dans le plan de Téquateur; 3^ au troisième axe principal; on aura 

y=y^. COS. %-^z^. sin. 0, 
z z=zz . COS. B — y . sin. B. 

Enfin, soient x^^ y^, z^, les coordonnées de m rapportées au 
premier, au second et au troisième axe principal; on aura 

x^=x^. COS. ^ — y^. sin. ^, 

z =z z . 

De là il est facile de conclure 

a;==a:^^.|cos. B. sin. >|/ . sin. (p -+- cos. >|/. cos. (p j 
-hj^. jcos. B. sin. >(/ . cos. (p — cos. >|/. sin. <p j -4-2;^,. sin. B. sin. \|/ , 

j=a:^. jcos. B. COS. >(/ . sin. <p — sin. >|/. cos. <p j 
-l-j^. {cos. 0. COS. >(/ . COS. (p -hsin. \f/. sin. (^ } H-^^. sin. 0. cos. \f/ , 

z=2; .COS. — y .sin. 0. cos. — rc .sin. d. sin. 0. 

m J m T m T 

En multipliant ces valeurs de x, y, z, respectivement par les coef- 
ficients de x^ dans ces valeurs; on aura en les ajoutant, 

x=x . i COS. B. sin. >(/ . sin. ^ H- cos. >(/. cos. (p | 
-hj . {cos. 0. COS. \|/ . sin. (p — sin. >(/. cos. (p j — z . sin. 0. sin. ^. 

En multipliant pareillement les valeurs de x, y^ z, respective- 
ment par les coefficients de y^ dans ces valeurs» et ensuite par les 
coefficients de z , on aura 

j^=rr. {cos. 0. sin. >(/ . cos. (p — cos. ^. sin. ^ j 
-hj . {cos. 0. cos. \|/ . cos. (p -h sin. >(/ . sin. (p\ — z . sin. 0. cos. ^, 

^,=-x. sin. 0. sin. >|/ -+-y . sin. 0. cos. >(/ -f-z . cos. 0. 

Ces diverses transformations des coordonnées nous seront très- 
utiles dans la suite. En marquant d'un trait en haut» de deux 

9. 
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traits, etc. les coordonnées a;, y, 2, a; , y , z , on aura les coor- 
données correspondantes aux. corps m', m\ etc. 

De là il est facile de conclure, en substituant c, c , c\ au lieu 

j _, ixdy—ydx) -, (xdz—zdx) -, (Ydz—zdy) 

de S . m . ^^ — "^-jf- — -' , S .m . ^ j- ^ , 2 . m . ^=^^ 7- — — , 

a^ af dt 

2 ;yj iiki2^^Z2i:Mr:ic. COS. fl — c'. sin. fl.cos.>p-+-c^sin.fl.sin.>p, 

ai 

2 . m . " '^"rf^^'^' " — g»sin. ô.cos. ^ + c'.jsm.4'.sin.^+cos.flcos.>p.cos.^j 

+ c''.jcos.>p.sin.^— cos.flsin.>p.cos.^| , 

2. m. ''^"' ^"^^"' •^"'* =^— c.sin.g.sm.y+c\{sin.>[/.cos.y— cos.fl.cos.^p.sin.^l 

+c^ j cos.^/. cos.^+cos. .sin.>|/. sin.^ | . 

Si l'on détermine >(/ et de manière que Ton ait 



c' 



sin. 6 . sin. >|/ = , sin. 6 . cos. \I/ = 

ce qui donne 

COS. = 



on aura 



dt ^ 

^ ïx.dz^ — z.dxA 

-^ \y .dz — z .dy \ 

2] .m. ^-^ — ^ — aL_Z«LL=zo; 

dt 

les valeurs de c et de c sont donc nulles par rapport au plan 
des x^ et des y^ déterminé de cette manière. Il n'existe qu'un seul 
plan qui jouisse de cette propriété; car en supposant qu'il soit 
celui des x et des y, on aura 

-^ \x .dz — z .dx 1 ' f\ ^ 

S . m . ^—^2 — I " — — = c . sm. . cos. (p , 

-^ jy ,dz — z .dy \ ' • /i • /^ 

S . m . ^^ — ^2_ — ?2_Z«Li =zr — c. sm. 6 . sm. 0. 

dt ' 
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En égalant ces deux fonctions à zéro, on aura, sin.0=o; c est-à- 
dire que le plan des x^ et des y^ coïncide alors avec celui des x 
et des y. 

La valeur de S . m . ^^' ^"''j/'^ ^ » ^*^^* ^S^^^ ^ \/c*-hc'-\-c"% 

quel que soit le plan des x et des y, il en résulte que la quantité 
c'-4-c*-4-c''\ est la même, quel que soit ce plan, et que le plan 
des x^ et des j^, déterminé par ce qui précède, est celui rela- 
tivement auquel la fonction S . m . ' ^' ^f^ ^ff' — 'A est la plus 

grande. Le plan dont il s'agit jouit donc de ces propriétés re- 
marquables, savoir, i*" que la somme des aires tracées par les pro- 
jections des rayons vecteurs des corps, et multipliées respective-^ 
ment par leurs masses, y est la plus grande possible; 2"* que la 
même somme, relativement à un plan quelconque qui lui est per- 
pendiculaire, est nulle, puisque l'angle (p reste indéterminé. On 
pourra, au moyen de ces propriétés, retrouver ce plan, à un ins- 
tant quelconque, quelles que soient les variations survenues par 
l'action mutuelle des corps , dans leur position respective ; de même 
que l'on peut facilement retrouver dans tous les temps la position 
du centre de gravité du système ; et par cette raison , il est aussi 
naturel de rapporter à ce plan les x et les y que de rapporter au 
centre de gravité l'origine des coordonnées. 

22. Les principes de la conservation des forces vives et des 
aires ont encore lieu, en supposant à l'origine des coordonnées 
un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace. Pour le dé- 
montrer, nommons X, Y, Z, les coordonnées de cette origine sup- 
posée mobile, par rapport à un point fixe, et supposons, 

x=X'-hx, y y =Y'-hyi j z=Z-\-Zi, 
x=X-hx,\ y=:Y-hyiy z=Z-+-Ziy 
etc. 
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^1* yiy ^ly ^l'y ^tc. scroiit Ics coordonnées de m, m, etc. relative- 
ment à l'origine mobile. On aura par Thypotlièse, 

dclX=o^ ddY=Oj ddZ=o; 

mais on a par la nature du centre de gravité, lorsque le système 

est libre, 

= 1, .m.\ddX-hddx^\ — 2 .m.P.dt\ 

o = J:.m.\ddY-{-ddy,\ — S.m.Q.rfr , 

o = S .m.\ddZ-^ddz,\ — S .m.R.dV; 



l'équation [P) du n° 18 deviendra ainsi, en y substituant 5À-4-5xj, 
SF-f-Sjj, etc. au lieu de èx, 5j, etc. 

équation exactement de la même forme que l'équation (P) , si les 
forces P, Q, R ne dépendent que des coordonnées x,,y„ z,, xj, etc. 
En lui appliquant donc l'analyse précédente, on en tirera les prin- 
cipes de la conservation des forces vives et des aires, par rapport 
à l'origine mobile des coordonnées. 

Si le système n'éprouve point l'action de forces étrangères, 
son centre de gravité aura un mouvement rectiligne et uniforme 
dans l'espace, comme on l'a vu dans le n° 20; en fixant donc à ce 
centre l'origine des coordonnées x,y,z, ces principes subsisteront 
toujours. Xy Yy Z étant alors les coordonnées du centre de gravité, 
on aura, par la nature de ce point, 

= 2. m. a:», o = S.m.ji, o = l .m.z^; 
ce qui donne 

2é ,in . — j, — = ïT . Zt .m -4— 2» . m , — j , 

at dt dt 

-2. -m- jjï — 57; .2 .m -t- 2.. m. jp ; 

ainsi les quantités résultantes des principes précédents se com- 
posent, 1° des quantités qui auraient lieu si tous les corps du 
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système étaient réunis à leur centre commun de gravité; 2* des 
quantités relatives au centre de gravité supposé immobile; et 
comme les premières de ces quantités sont constantes, on voit la 
raison pour laquelle les principes dont il s'agit ont lieu par rap- 
port au centre de gravité. En fixant donc à ce point l'origine des 
coordonnées x, y, Zy x, etc. des équations (Z) du numéro pré- 
cédent, elles subsisteront toujours; d'où il résulte que le plan pas- 
sant constamment par ce centre, et relativement auquel la fonction 

S .m. ^ — ~fr- — ■ ^st un maximum, reste toujours parallèle à lui- 
même, pendant le mouvement du système, et que la même fonc- 
tion relative à tout autre plan qui lui est perpendiculaire est nulle; 
Les principes de la conservation des aires et des forces vives 
peuvent se réduire à des relations entre les coordonnées des dis- 
tances mutuelles àts corps du système. En effet, l'origine des x, 
des j, et des z, étant toujours supposée au centre de gravité, les 
équations (Z) du numéro précédent peuvent être mises sous la 
forme 

^ -, , ( [x'-^ x ) . {df— dy) — [y'— y) . [ dx'— dx) \ 

( dt 

c\^.m=i:.mn^.Y~''^^^^"~^'^^^^^^ 

On peut observer que les seconds membres de ces équations mul- 
tipliées par dt expriment la somme des projections des aires élé- 
mentaires tracées par chaque droite qui joint deux corps du sys- 
tème, dont l'un est supposé se mouvoir autour de l'autre considéré 
comme immobile , chaque aire étant multipliée par le produit des 
deux masses que joint la droite. 

Si l'on applique aux équations précédentes l'analyse du nu- 
méro 21, on verra que le plan passant constamment par l'un quel- 
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conque des corps du système, et relativement auquel la fonction 

^.mm. r ^—^^-^ "^^r^ "^-^-^ -\ est un maximum, 

( ^^ ) 

reste toujours parallèle à lui-même dans le mouvement du sys- 
tème, et que ce plan est parallèle au plan passant par le centre 

de gravité, et relativement auquel la fonction S. m. ^ — jf — 

est un maximum. On verra encore que les seconds membres des 
équations précédentes sont nuls relativement à tout plan passant 
par le même corps, et perpendiculaire au plan dont il s'agit. 
L'équation (Q) du n** 19 peut être mise sous la forme 

2 . w m . y — ^ ' ^^^--^ — ^ = const. — 2 2 . m . 2 .Jmm . Fa/; 

équation relative aux seules coordonnées des distances mutuelles 
des corps , et dans laquelle le premier membre exprime la somme 
des carrés des vitesses relatives des corps du système les uns au- 
tour des autres, en les considérant deux à deux, et en supposant 
l'un des deux immobile, chaque carré étant multiplié par le pro- 
duit des deux masses que l'on considère. 

23. Reprenons l'équation [R) du n° 19; en la différentiant 
par rapport à la caractéristique S, on aura 

2 .mv.5v=2 .m.[P.èx-hQ.hy-^R.èz); 

l'équation (P) du n° 18 devient ainsi 

o = 21 .mASx.d.-j-- H--5y.rf.-ï4 -^hz.d.-rri — '^ .mdt.v^v. 

{ ai *^ dt dt ) 

Soit ds l'élément de la courbe décrite par m, d s l'élément de la 
courbe décrite par m', etc. on aura 

i)dt=ds, vdl=ds , etc. 
ds=^dx^-h- rfj'M-^rfi*, etc. 
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d'où Ton tirera, en suivant l'analyse du n** 8, 

^ ^ dt 

En intégrant, par rapport à la caractéristique différentielle d, et 
en étendant les intégrales aux courbes entières décrites par les 
corps m, m, etc. on aura 

S.3./mi;rf5= constante -4-S.m. i v-=i i; 

•^ dt 

les variations 8x, èy, èz, etc. étant, ainsi que la constante du 
second membre de cette équation, relatives aux points extrêmes 
des courbes décrites par m, m, etc. 

Il suit de là que, si ces points sont supposés invariables, on a 

o=S .è.fmvds; 

c'est- à-dire que la fonction ^.fmvds est un minimum. C'est en 
cela que consiste le principe de la moindre action dans le mouve- 
ment d'un système de corps; principe qui, comme l'on voit, n'est 
qu'un résultat mathématique des lois primordiales de l'équilibre 
et du mouvement de la matière. On voit en même temps que ce 
principe combiné avec celui des forces vives donne l'équation (P) 
du n** 18, qui renferme tout ce qui est nécessaire à la détermina- 
tion des mouvements du système. Enfin, on voit par le n^ 22 
que ce principe a iieu encore quand l'origine des coordonnées 
est mobile, pourvu que son mouvement soit rectiligne et uni- 
forme, et que le système soit libre. 
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CHAPITRE VI. 

DES LOIS DU MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE CORPS, DANS TOUTES LES RELATIONS 
MATHÉMATIQUEMENT POSSIBLES ENTRE LA FORGE ET LA VITESSE. 



24. Nous avons observé dans le n'' 5 qu'il y a une infinité 
de manières d'exprimer la force par la vitesse, qui nimpli-^* 
quent point contradiction. La plus simple de toutes est celle de 
la force proportionnelle à la vitesse, et nous avons vu qu'elle est 
Ja loi de la nature. C'est d'après cette loi que nous avons exposé 
dans le chapitre précédent les équations différentielles du mou- 
vement d'un système de corps; mais il est facile d'étendre l'ana- 
lyse dont nous avons fait usage à toutes les lois mathématique- 
ment possibles entre la vitesse et la force, et de présenter ainsi, 
sous un nouveau point de vue, les principes généraux du mou- 
vement. Pom* cela, supposons que F étant la force, et v la vitesse, 
on ait F=(p (v); (p (v) étant une fonction quelconque de v : dési- 
gnons par (p' (r), la différence de (p (v) divisée par dv. Les déno- 
minations des numéros précédents subsistant toujours, le corps m 

sera animé, parallèlement à l'axe des a;, de la force ^ (r) . -7* • Dans 
l'instant suivant, celte force deviendra 9 (^) • "/ — •" ^- ( 9 {^) • T" ) .» 

ou 9 (v) . -T^ -f- J. l^^ • 17) » P^rce que ^ = v. Maintenant, 

P, Q, R étant les forces qui animent le corps m, parallèlement 
aux axes des coordonnées, le système sera, par le n*^ 18, en équi- 
libre , en vertu de ces forces et des différentielles ^ • ( -77 • ^^ 1 j 

J (ày (p{v)\ j (dz (p[v)\ . . \^; . ^ / 

\1/ • ^"^) ' (77 • ^^) ' P^^^^ ^^^^ ^^ Signe contraire; on 
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aura donc, au lieu de l'équation (P) du même numéro, celle-ci : 

o=2.«. j Sx.\d.(^ . '-^)-Pdt}+Sy. \d.(^ . '-!?yQdt\+ Sz. \d.(^ . ÇM)_M} |, (5) 

qui n'en dîflFère qu'en ce que tt» ^» tt» y ^^* multipliés par 
la fonction ^Ll^ q^î , dans le cas de la force proportionnelle à la 

vitesse, peut être supposée égale à Tunité. Mais cette di£Pérence 
rend très-difficile la solution des problèmes de mécanique. Ce- 
pendant on peut tirer de l'équation [S) des principes analogues 
à ceux de la conservation des forces vives , des aires et du centre 
de gravité. 

Si Ion change Bx en dx, èy en dy, 5z en dz, etc. on aura 

et par conséquent 
^.fmvdv.^'{v)= constante -t- S -/m • [Pdx-hQdy-h-Rdz). 

En supposant 2 • m(PJa;-+-Qc(y-+-iî Jz), une difiFérentielle exacte 
égale à dX, on aura 

2 ./m vdv.(p' (i?) = constante -+- X; (7") 

équation analogue à l'équation [B] du n'' 19, et qui se change 
en elle, dans le cas de la nature où ^'(î;)=i. Le principe de la 
conservation des forces vives a donc lieu dans toutes les lois ma- 
thématiquement possibles entre la force et la vitesse, pourvu que 
l'on entende ^^ly force vive d'un corps le produit de sa masse par le 
double de l'intégrale de sa vitesse multipliée par la difiFérentielle 
de la fonction de la vitesse qui exprime la force. 

Si l'on fait, dans l'équation (5), hx^^hx+hx'^, ^y=^y+^y',, 
bz=hz-h^zl, hx"=^hx-hhx'^ etc. on aura, en égalant séparé- 
ment à zéro les coefficients de hx, hy, hz, 

o = :^.m.\d.(^M)-Pdt\, o = :E.m.\d.(iM)-Qdt 

o==^.m.\d.('i.m)^Rdt 

10. 
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Ces trois équations sont analogues à celles du n^ 20, d*où nous 
avons conclu la conservation du mouvement du centre de gra- 
vité, dans le cas de la nature, lorsque le système n est assujetti à 
d'autres forces qu'à Taction et à Tattraction mutuelle des corps du 
système. Dans ce cas, ^.mP, ^.mQ, ^.mR sont nuls, et Ton a 

constante == 2 .m.-r- . f^ constante=S .m. -ri • ^^, 

dt V dt V 

^ dz (tiv) 

constante = S . m . -rr . ■^-^-^. 

dt V 

m . ^ . ^-^ est égal à m (p (v) . ^, et cette dernière quantité est la 

force finie du corps, décomposée parallèlement à Taxe des x; la 
force d'un corps étant le produit de sa masse par la fonction de ia 
vitesse qui exprime la force. Ainsi la somme des forces finies du 
système, décomposées parallèlement à un axe quelconque , est 
alors constante, quel que soit le rapport de la force à la vitesse, 
et ce qui distingue l'état du mouvement de celui du repos est qae 
dans ce dernier état cette même somme est nulle. Ces résultats 
sont communs à toutes les lois mathématiquement possibles entre 
la force et la vitesse; mais ce n'est que dans la loi de la nature 
que le centre de gravité se meut d'un mouvement rectiligne et 
imîfonne. 

Supposons encore dans l'équation (5) , 

Zx=^— \-hxy, 8x"=-^ h^x.\ etc. 

y y 

^y=— ^3j, , hy = —- hSj., etc. 

la variation 5 a; disparaîtra des variations des distances mutuelles 
f\f\ etc. des corps du système, et des forces qui dépendent de ces 
quantités. Si le système est libre d'obstacles étrangers, on aura, 
en égalant à zéro le coefficient de 5 a;, 
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■ d'où l'on tire en intégrant 

on aura pareillement 

c'=S .m. (^^^-^'^^) . ^ +S .fm.[Pz-Rx).dt, 

c"=Jl.m. ( ^^ V^^) . ^ +S ./m.{Qz-Ry).dt; 

c, c, c étant des constantes arbitraires. 

Si le système n est soumis qu*à Faction mutuelle de ses par- 
ties, on a, parle n° 21, ^.7n.[Py — Qx)=o, ^.m.[Pz — Rx)=:o, 

S .m. [Qz — Ry)=o; d'ailleurs, ^ (^-^ — y^Jt) * ^^"^ ^^* ^^ 
moment de la force finie dont le corps m est animé, décomposée 
parallèlement au plan des x et des j, pour faire tourner le système 

autour de Taxe des z; Imtégrale finie S . m. l — ^-rr- — ) • ^^ ^st 

donc la somme des moments de toutes les forces finies des corps 
du système, pour le faire tourner autour du même axe; cette 
somme est par conséquent constante. Elle est nulle dans Tétat 
d'équilibre ; il y a donc ici la même différence entre ces deux 
états que relativement à la somme des forces parallèles à un axe 
quelconque. Dans la loi de la nature, cette propriété indique 
que la somme des aires décrites autour d'un point fixe, par les 
projections des rayons vecteurs des corps, est toujours la même 
en temps égal; mais cette constance des aires décrites na point 
lieu dans d'autres lois. 

Si l'on différentie par rapport à la caractéristique h, la fonc- 
tion 21 ./m . 9 (^) * ^^f ^^ ^^^^ 

8 . S ./m . 9 (t) . ds=^ ./m .<p{v).^d$-hJl .fm.Bv.(^'{v). ds ; 
mais on a 
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on aura donc, en intégrant par parties, 

5.£./m.pW,<i.=S.^.jiî.5xH-^.8^+^.S. 

-s>.J8...i. {^M^iy-i- i^-'-^y»-^- (^-2^) { 

Les points extrêmes des courbes décrites par les corps du sys- 
tème étant supposés fixes , le terme hors du signe / disparaît 
dans cette équation; on aura donc, en vertu de Téquation (5), 



mais Téquation (T), différentiée par rapport à 5, donne 

on a donc 

0=3. S .fm.^[v).d$. 

Cette équation répond au principe de la moindre action dans la 
loi de la nature. m.(p{v) est la force entière du corps m; ainsi ce 
principe revient à ce que la somme des intégrales des forces finies 
des corps du système, multipliées respectivement par les élé- 
ments de leurs directions , est un minimum : présenté de cette ma- 
nière, il convient à toutes les lois mathématiquement possibles 
entre la force et la vitesse. Dans Tétat de l'équilibre , la somme 
des forces multipliées par les éléments de leurs directions est 
nulle, en vertu du principe des vitesses virtuelles; ce qui dis- 
tingue donc à cet égard Tétat d'équilibre de celui du mouve- 
ment est que la même fonction différentielle, qui est nulle dans 
Tétat d'équilibre, donne, étant intégrée, un minimum dans l'état 
de mouvement. 
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CHAPITRE VIL 



DES MOUVEMENTS D'UN CORPS SOUDE D£ FIGURE QUELCONQUE. 



25. Les équations différentielles des mouvements de transla- 
tion et de rotation d*un corps solide peuvent se déduire facile- 
ment de celles que nous avons développées dans le chapitre v; 
mais leur importance dans la théorie du système du monde nous 
engage à les développer avec étendue. 

Imaginons un corps solide dont toutes les parties soient sollici- 
tées par des forces quelconques. Nommons x, y, z, les coordon- 
nées orthogonales de son centre de gravité; x-^-x-, y-hy, z-hz, 
les coordonnées dune molécule quelconque dm du corps, en sorte 
que X, y, z soient les coordonnées de cette molécule, rapportées 
au centre de gravité du corps. Soient de plus P, Q, R, les forces 
qui sollicitent la molécule, parallèlement aux axes des Xy des y 
et des z. Les forces détruites à chaque instant dans la molécule 
dm, parallèlement à ces axes, seront par le n^ 18, en considérant 
Télément dt du temps comme constant , 

-(éiî^dMydm^p.dt.dm, ' 

-{éÈL^Vdm-^Q.dt.dm, 

— ( ' ^ ' Jf — ^ \^dm -hR.dt.dm. 

Il faut donc que toutes les molécules animées de forces sem- 
blables se fassent mutuellement équilibre. On a vu dans le n^ 1 5 
que pour cda il est nécessaire que la somme des forces parai- 



80 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

lèles au même axe soit nulle; ce qui donne les trois équations 



suivantes : 

c {ddx-hddx \ , ç p , 

• I 771 ) *(lTn = ij.r dm, 

S . l — ^-T- — ^J .dm = S.Qdm, 

ç (ddz^ddz'\ j c Dj 

o . I -iji — j . dm = O.Ram; 

la lettre S étant ici un signe intégral relatif à la molécule dm, 
et qui doit s'étendre à la masse entière du corps. Les variables 
Xy y y z, sont les mêmes pour toutes les molécules; on peut donc 
les faire sortir hors du signe S; ainsi en désignant par m la masse 
du corps, on aura 

c ddx J ddx c ddy j ddy r, ddz j ddz 

S.—^.dm=m.^j^, S.^.dm=m.^, S.^j^.dm=m.-jj^. 

On a de plus, par la nature du centre de gravité, 

S .x.dm=Oj S .y.dm=Oj S .z.dm=o\ 
parlant 

5 ddx , ^ ddy' 1 ^ ddz , 

. .dm = Oy o. ,;, .am=o, o. .,, .am = o; 

dt' dt* dt* 

on aura donc 

(luX £1 r\ I 

m. -r-— =0. Jram, 

m.-j^ =S.Qdm, ) [A) 

m.-j-—- =^S.Rdm. 
al* 

Ces trois équations déterminent le mouvement du centre de gra- 
vité du corps; elles répondent aux équations du n*^ 20, relatives 
au mouvement du centre de gravité d'un système de corps. 

On a vu dans le n° 1 5 , que pour l'équilibre d'un corps solide 
la somme des forces parallèles à Taxe des x, multipliées respectif 
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vement par leurs distances à Taxe des Zy moins la somme des 
forces parallèles à Taxe des j, multipliées par leurs distances à 
Taxe des z, est égale à zéro ; on aura ainsi 

s . j (^+^') . (ii:^') - {y +/) . {^-^±^) \ . dm 

= s. i {x-hœ).Q—{y-{-y) .P\.dm; (i) 
or on a 

S. [x.ddy — y.ddœ).dm=m. [x.ddy — y.ddx) ; 

on a pareillement 

S.[Qx — Py).dm=x.S.Qdm — y.S.Pdm; 

enfin on a 

S. \xddy-hxddy — yddx — yddx\.dm 
=ddy.S.xdm — ddx.S.y dm-\-x.S.ddy.dm — y.S.ddx.dm; 

et par la nature du centre de gravité, chacun des termes du se- 
cond membre de cette équation est nul; l'équation (i) deviendra 
donc, en vertu des équations (4), 

5 . / ^''^^y'-y'^^A . dm=S.{Qx-Py'].dm; 
en intégrant celte équation par rapport au temps t, on aura 

S . (j'^y'~/^''' \.dm=S.f{Qx'—Py).dt.dm; 

le signe intégral /se rapportant au temps (. 

De ià il est facile de conclure que si l'on fait , 

S.f{Qx'—Py).dt.dm=N, 
S.f{Rx^Pz).dt.dm=N', 
S.f{Ry—Qz).dt.dm=N', 

TOME I. J ] 
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on aura les trois équations suivantes : 



S .l^^^^f^\ .dm==N' , [B) 



ces trois équations renferinent le principe de la conservation des 
aires; elles suffisent pour déterminer le mouvement de rotation du 
corps autour de son centre de gravité : réunies aux équations (^1 ) , 
elles déterminent complètement les mouvements de translation 
et de rotation du corps. 

Si le corps est assujetti à tourner autour d'un point fixe, il 
résulte du n° 15 que les équations (B) suffisent pour cet objet; 
mais alors il faut fixer à ce point l'origine des coordonnées a;', y, z. 

26. Considérons particulièrement ces équations, en supposant 
cette origine fixe à un point quelconque, différent ou non, du 
centre de gravité. Rapjîortons la position de chaque molécule à 
trois axes perpendiculaires entre eux, fixes dans le corps, mais 
mobiles dans l'espace. Soit l'inclinaison du plan formé par les 
deux premiers axes, sur le plan des x et des j; soit^ Tangle formé 
par la ligne d'intersection de ces deux plans et par le premier 
axe; enfin, soit \|/ le complément de fangle que fait avec l'axe des 
X la projection du troisième axe sur le plan des x et des y. Nous 
nommerons axes principaux ces trois nouveaux axes, et nous dé- 
signerons par x\y^ et /, les trois coordonnées de la molécule dm, 
rapportées, à ces axes; on aura par le n° 21, 

x=x\ { COS. d . sin. \|/ . sin. ^ -h cos. \|/ . cos. (p j 
-r-j". {cos. 0. sin. xl/.cos. ^ — cos. \|/. sin. ^j -h/. sin. 0. sin. yp , 

y =x\ \ COS. 6 . cos. >// . sin. <p — sin. >// . cos. (p ( 

-h y . j COS. d . COS. >// . COS. (p H-sin. >!/ • sin. ^ j -^ z". sin. . cos. yp , 

z = z/'. COS. 6 — y. sin. B. cos. (p — x\ sin. B . sin. ^. 
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Au moyen de ces équations, on pourra développer les premiers 
membres des équations [B) en fonctions de 6, >|/ et (p, et de leurs 
différentielles. Mais on simplifiera considérablement le calcul en 
observant que la position des trois axes principaux dépend de 
trois arbitraires que Ton peut toujours déterminer de manière à 
satisfaire aux trois équations 

S.x'y\dm=o^ S.xz\dm=Oj S.y z\dm=o. 
Soit alors 

5. (/*+/«). rfm=A, S.[x'^z!'^).dm=B, S.{cé'^+y^).dm=C; 
et faisons pour abréger, 

d(p — d'^.QX>s.B=^pdt, 
d \|/ . sin. B . sin. (p — ^^ • cos. (^ = qdt, 
d\|/.sin.0.cos. (p-i-J0. sin. <pz=rdt. 

Les équations (fi) se changeront, après toutes les réductions, 
dans les trois suivantes : 

iiç.sin.ô.sin.^-h^r.sin.fl. cos.^ — Cp.cos.6 = — N ,\ 
cos.>^. \Aq. cos.ô. sin. ^ -hB r. ces. 9. ces. ^ -f-C/). sin. fl } I 

-h sin. 4/. { fi r. sin. 9 — Aq. ces. Çj=^ — N',\ (C) 
C0S.4/. jfir. sin.^ — ^4^.008. ^} i 

— sin.4/. j^l^. cos.fl. sin.^H-fir. COS. 6. COS. ^H-Cp. sin. 6j= — N'^;j 

ces trois équations donnent, en les différentiant et en supposant 
\|/ = o , après les différentiations , ce qui revient à prendre Taxe 
des X, infiniment près de la ligne d'intersection du plan des x et 
des y, avec celui des x" et des y, 

d 6 . COS. 6 .[Br. ces. (p-^A q . sin. ^) -f- sin. 0.d.{B r. cos. (p-hAq. sin. (p) 

— d. {Cp.cos.O)= — dN , 

d^.{Br. sin.^ — Aq . cos. ^) — dO . sin. 9 .{Br. cos.^ -f-^lç.sin. ^) 
-4-cos.ô. d. [Br. cos.^-f- ^ç. sin.^) -|-d.(Cp. sin.ô) = — dN', 

d .{Br. sin. (p — Aq. cos. ^) — dif . cos. fl.( Br. cos. (p-h^ Aq. sin.^) 

— Cp.di^. sin. e^ — dN". 

11. 



{O) 
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Si Von fait 

Cp=rp, Aqz=q\ Br=r ; 

ces trois équations diflFérentielles donnent les suivantes : 
dp'i- ' . ■ .q'r.dt=dN. cos-0- rfiV.sîn. 6, 

ff jD\ 

rf(^'-f- ^ rn ' ^P' dt^r. - [dis. sin. 0-\-d]S\ cos. 6) . sin. ^ 

-^dN\cos.<^, 

dr^ ^^^^^ .pq'.dt^ - [dN. sin. -hcZiV'. cos. 0) . cos. (p 

— rfiY'.sin.ip. 

ces équations sont très-commodes pour déterminer le mouvement 
de rotation d'un corps, lorsquîl tourne à fort peu près autour de 
Tun des axes principaux, ce qui est le cas des corps célestes. 

27. Les trois axes principaux auxquels nous venons de rap- 
porter les angles 0, >|/ et ^, méritent une attention particulière; 
nous allons déterminer leur position dans un solide quelconque. 
Les valeurs de x, y, z du numéro précédent donnent, par le 
n"* 21, les suivantes : 

X = X . (cos. . sin. >// . sin. ^ -h cos. \|/ . cos. <p ) 

-f-j. (cos. 8 . COS. -^ . sin. ^ — sin. \|/ . cos. (p) — z.sin.6. sin. <p , 

y" =x . (cos. . sin. \|/ . cos. <p — cos. \|/ . sin. <p) 

-hy . (cos. 0.COS. \|/ .COS. ^-+-sin. \f/ .sin. ^) — z'.sin.ô.cos. <p, 

z" =x .sin.d . sin. \|/ -f-j . sin. 6 . cos. -^ -i-z . cos. 0. 

D'où l'on tire 

X. COS. ^ — y. sin. ^ = x. COS. \f/ — y. sin. >!/, 

a;". sin. <p -Hj". COS. ^ =^x. cos. . sin. \|/ +7. cos. 0. cos. \|/ —2'. sîn.O. 

Soit 

5 . x\ dm = a* , 5 .y*. dm=^h\ S . 2*. dm = c\ 
S.x^y .dm^=f, S.xz. d7n=g , S.y z. dm = h; 
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on aura 

QOs.<p.S.x^z.dm — sm.(p.S.y z .dm=^[a^ — ^6*).sin.9.sin.\f/.cos.\|/ 
-+-/. sin, B . (cos*- \|/ — sin*. >//) -hcos. 0. (^ . cos. \|/ — h. sin. \|/) , 

sîn. (p. S.xz dm-\-cos. (^.S.y z.dm 

= sin. 0.COS. Q. (a*. sin*.'v|/-4-è*.cos*. \|/ — c^-f-a/. sin.\|/.cos. xl/) 
(cos*. B — sin*. 0) . ((/ .sin. \|/-f-A.cos. >^). 



En égalant à zéro les seconds membres de ces deux équations, on 

aura 

A^sin.>|/ — ly^cos.^' 



tang. 



(a* — 6*).sin.>|/.cos.4/-+-/.(cos*.>|/ — sin*.^/) ' 



H^P^^^g^ .9.sin.^/-{-A.cos.>^ . 

^ ^* c* — a*.sin*.>^ — 6*.cos*.>{/ — 2/.sin.4/.cos.>|/ ' 



mais on a 



_ tang. 6 



en égalant ces deux valeurs de \ tang. 2 d, et en substituant dans 
la dernière, au lieu de tang. 6, sa valeur précédente en \f/; en fai- 
sant ensuite, pour abréger, tang. >// = w; on trouvera, après toutes 
les réductions, Téquation suivante du troisième degré : 

Cette équation ayant au moins une racîiie réelle, on voit qu'il 
est toujours possible de reûdre nulles à la fois les deux quan- 
tités 

COS. ^ . S.x" z\dm — sin. (p .S.y z.dvfiy 

sin. <p .S .x^ z\dm-\-cos. <p .S.y z^.dm; 

et, par conséquent, la somme de leurs carrés [S .x z .dmY 
-+-[8 .y z\dm)\ ce qui exige que Ton ait séparément 

S .x" z.dm = o y S .y" z\dm = o. 
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La valeur de u donne celle de langle >|/ , el par conséquent c^e 
de tang. 6, et de Tangle 6. Il reste maintenant à déterminer Fan- 
gle <p, ce que Ton fera au moyen de la condition S.x'y'.dm = o^ 
qui reste à remplir. Pour cela nous observerons que si Ton substi- 
tue dans S . x'y'' .dm, àu lieu de x", y leurs valeurs précédentes, 
celte fonction deviendra de cette forme, J/^sin. 2(p-f-L,cos. 2^, 
H etL étant fonctions des angles 6 et \|/, et des constantes a", b\ 
c\ f, g, h; en égalant cette expression à zéro, on aura 



tang.29=-^. 

Les trois axes déterminés au moyen des valeurs précédentes de 
0, y^^ et (p, satisfont aux trois équations 

S . oo'y". rfm = G , S .X z.dm = o ^ S .y''z'.dm = o. 

L équation du troisième degré en u semble indiquer trois sys- 
tèmes d'axes principaux semblables au précédent; mais on doit 
observer que u est la tangente de langle formé par Taxe des x' et 
par l'intersection du plan des x et des y avec celui des x' et des 
y,- or il est clair que Ton peut changer les uns dans les autres 
les trois axes des x, des j" et des z\ puisque les trois équations 
précédentes seront toujours satisfaites; Téquation en u doit donc 
également déterminer la tangente de l'angle formé par Taxe des 
X et par l'intersection du plan des x et des y, soit avec le plan 
des X et des y", soit avec le plan des x" et des /, soit enfin avec 
le plan desj' et des z. Ainsi les trois racines de l'équation en u 
sont réelles, et elles appartiennent à un même système d*axes. 

Il suit de là que généralement un solide n'a qu'un seul système 
d'axes qui jouissent de la propriété dont il s'agit. Ces axes ont 
été nommés axes principaux de rotation, à cause d*une propriété 
qui leur est particulière, et dont nous parlerons dans la suite. 

On nomme moment d'inertie d'un corps, relativement à un axe 
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quelconque, la somme des produits de chaque molécule du corps 
par le carré de sa distance à cet axe. Ainsi les quantités A, B,C, 
sont les moments d'inertie du solide que nous venons de consi- 
dérer, par rapprat aux axes des x\ des y" et des /. Nommons 
présentement C, le moment d'inertie du même solide, par rap- 
port à Taxe des z; on trouvera , au moyen des valeurs de x et des 
y du numéro précédent, 

C'=A. sin*. 6. sîn*. (p -+-B . sîn*. 6. cos\ (p -h C. cos*, 6. 

Les quantités sin*. 6. sin*. <p, sin*. 6. cos*. <p, et ces*. 6, sont les car- 
rés des cosinus des angles que font les axes des x", des y et des z" 
avec Taxe des z; doù il suit en général que, si Ton multiplie le 
moment d'inertie relatif à chaque axe principal de rotation par 
le carré du cosinus de l'angle qu'il fait avec un axe quelconque, 
la somme de ces trois produits sera le moment d'inertie du solide, 
relativement à ce dernier axe. 

La quantité C est moindre que la plus grande des trois quan- 
tités A , B, C; elle est plus grande que la plus petite de ces trois 
quantités; le plus grand et le plus petit moment d'inertie appar- 
tiennent donc aux axes principaux. 

Soient X, Y, Z, les coordonnées du centre de gravité du so- 
lide, par rapport à l'origine des coordonnées, que nous fixons au 
point autour duquel le corps est assujetti à tourner, s'il n'est pas 
libre; x — X, y — Y et z — Z seront les coordonnées de la mo- 
lécule dm du corps, relativement à son centre de gravité : le mo- 
ment d'inertie, relatif à un axe parallèle à l'axe des z\ et passant 
par le centre de gravité, sera donc 

S.\[x'—Xy^{y'—Yy\.dm; 

or on a, par la nature du centre de gravité, S.x dm=mX , 
S.ydm=mY;\e moment précédent se réduit donc à 
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On aura ainsi les moments d'incrlie du solide, relativement aux 
axes qui passent par un point quelconque, lorsque ces moments 
seront connus par rapport aux axes qui passent par ie centre de 
gravité. On voit en même temps que le plus petit de tous les mo- 
ments d'inertie a lieu par rapport à Tun des trois axes principaux 
qui passent par ce centre. 

Supposons que par la nalure du corps les deux moments d*iner- 
iie A et B soient égaux, on aura 

C = A . sin*. -f- C . cos*. ; 

en faisant donc 6 égal à l'angle droit, ce qui rend Taxe des z per- 
pendiculaire à celui des z\ on aura C'=A. Les moments d'iner- 
tie relatifs à tous les axes situés dans le plan perpendiculaire à 
l'axe des z sont donc alors égaux entre eux. Mais il est facile de 
s'assurer que l'on a dans ce cas, pour le système de Taxe des z' 
et de deux axes quelconques perpendiculaires entre eux et à cet 
axe, 

S .œy .dm = o j S .xz .dm = Oy S .y z .dm^=^o ; 

car en désignant par x etj* les coordonnées d'une molécule dm 
du corps , rapportées aux deux axes principaux , pris dans le plan 
perpendiculaire à l'axe des z , et par rapport auxquels les mo- 
ments d'inertie sont supposés égaux, nous aurons 

S.[x'-^z^).dm = S.[y'-\-z^) . dm; 

ou simplement S . x* . dm=S .y"* .dm; mais en nommant e Tan- 
gle que Taxe des x fait avec l'axe des x, on a 



// tf 



on a donc 



X ^=x . COS. e -f- j . sm. e , 
y=zy\ COS. e — .r" . sin. e ; 



S .xy .dm = S .X .y" .dm. (cos*. e — sin'. e) 

S. (y* — X*) .dm. sin. e.cos. e = o. 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE PREMIER. 89 

I On trouvera semblablement S.xz\dm = o;S.yz'dm = o; 

i tous les axes perpendiculaires à celui des z" sont donc alors des 

! axes principaux; et dans ce cas, le solide a une infinité d'axes 

i semblables. 

i Si Ton a à la fois A=B = C, on aura généralement C=A; 

c est-à-dire que tous les moments d'inertie du solide sont égaux; 

> mais alors on a généralement 

S .xy .dm = Oj S.xz .dm^=o y S .yz .dm=o ^ 

quelle que soit la position du plan des x et des y; en sorte que 
tous les axes sont des axes principaux. C'est le cas de la sphère : 
nous verrons dans la suite que cette propriété convient à une 
infinité d'autres solides dont nous donnerons l'équation gé- 
nérale. 

28. Les quantités p, q, r, que nous avons introduites dans les 
équations (C) du n° 26 , ont cela de remarquable qu'elles déter- 
minent la position de l'axe réel et instantané de rotation du corps , 
par rapport aux axes principaux. En efifet, on a, relativement aux 
points situés dans l'axe de rotation, dx=Oy rfy = o, dz=o; 
en dififérentiant les valeurs de x, y, z du n° 26, et en faisant 
sin. >|/ = o , après les di£Pérentiatiohs , ce qui est permis, puisque 
Ton peut fixer à volonté la position de l'axe des x, sur le plan des 
X et des y, on aura 

dx'=x" .\d^ .cos,6.sin.^^d^.sin.^\+y".\d^.cos.0.cos.<p—d^.cos.Ç\ 

+z".d4f. sin.6=o, 

dy=:zx".\ d(p.cos.6.cos.(p-'d6.s\n.0.sin.(p—d4f.cos.^\ 

+y\\d4f.siïï.^—d(p.cos.6.sin,(P'—d6.siïï.6.cos.<p]+z"d6.cos.6=o, 

dz'= — a;*', jrfô.cos. ô.sin.(p-+-d(p.sin. d.cos.(pj 

— y" .\d6 .COS. O.cos.^ — d(p.ûn.0.s\n.^\ — z" dO.sm.Bzizzo. 

Si l'on multiplie la première de ces équations par — sin. (p, la se- 
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conde par cos. d. cos. i^, et la troisième par — sin. 6. cos. (^, on 
aura, en les ajoutant, 

Si Ton multiplie la première des mêmes équations par cos. (p, la 
seconde par cos. 0. sîn. (p, et la troisième par — sin. ô. sin. (p, on 
aura, en les ajoutant, 

py 

Enfin, si Ton multiplie la seconde des mêmes équations par sin. 0, 

et la troisième, par cos. 6, on aura, en les ajoutant, 

// // 

o = (jy — rx . 

Cette dernière équation résulte évidemment des deux précédentes: 
ainsi les trois équations dx=o, rfy = o , (lz--~Oy se réduisent 
à ces deux équations qui sont à une ligne droite formant avec les 
axes des x\ des y" et des z\ des angles dont les cosinus sont 

\//^*H-7"-+-r*' y/^TIJIyh^' S/p'-hq'-i-r' 

Celte droite est donc en repos, et forme Taxe réel de rotation du 
corps. 

Pour avoir la vitesse de rotation du corps, considérons le point 
(le Taxe des z\ éloigné de l'origine des coordonnées d'une distance 
égale à l'unité. On aura ses vitesses parallèlement aux axes des .r', 
des y et des z, en faisant x =--- o , y" --- o , z - - i , dans les expres- 
sions précédentes de dx\ dy\ dz\ et en les divisant par dt^ ce 
qui donne |X)ur ces vitesses partielles, 

d^ ' a de ^ dO . ^ 

-r-.sin.W, -TT-cos. 0, j-.sin.W; 

(Il (/ / (/ / 



la vitesse entière du point dont il s'agit est donc J- J^ ' '" .:_ ^ 

on vy-i-r'. En divisant cette vitesse par la distance du point à 
Taxe instantané de rotation, on aura la vitesse angulaire de rota- 
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tion du corps; or cette distance est évidemment égale au sinus 
de Tangie que Taxe réel de rotation fait avec Taxe des z\ angle 

dont le cosinus est — ; on aura donc i/n«_^_(^«_|_,.* 

pour la vitesse angulaire de rotation. 

On voit par là que quel que soit le mouvement de rotation 
d'un corps autour d'un point fixe, ou considéré comme tel, ce 
mouvement ne peut être qu'un mouvement de rotation autour 
d'un axe fixe pendant un instant, mais qui peut varier d'un ins- 
tant à l'autre. La position de cet axe, par rapport aux trois axes 
principaux, et la vitesse angulaire de rotation dépendent des va- 
riables p, (\y r, dont la détermination est très-importante dans ces 
recherches, et qui, exprimant des quantités indépendantes de la 
situation du plan des x et des y, sont elles-mêmes indépendantes 
de cette situation. 

29. Déterminons ces variables, en fonctions du temps (, dans 
le cas où le corps n'est sollicité par aucunes forces extérieures. 
Pour cela, reprenons les équations (D) du n° 26, entre les va- 
riables />', (\, T qui sont aux précédentes, dans un rapport cons- 
tant. Les dififérentielles rfiV, àK et àW sont alors nulles, et ces 
équations donnent, en les ajoutant ensemble, après les avoir 
multipliées respectivement par p', (\ et r , 

et en intégrant , 

k étant une constante arbitraire. 

Les équations (D) multipliées respectivement par AB.p,BC.q 
et ilC. r, et ensuite ajoutées, donnent en intégrant leur somme, 

H étant une constante arbitraire : cette équation renferme le 

12. 
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principe de la conservation des forces vives. On tirera de ces deux 

intégrales , 

,,_ AC.k*—W-hA.{B—C).p' 

9 ~ C.{A—B) 

,,_ H'—BC.k'—B.[A—C).p* 

^ — C.[A—B) ' 

ainsi, Ton connaîtra (f et r en fonctions du temps t, lorsque p 
sera déterminé; or la première des équations (D) donne 

. ABAp' 

^^~ [A—B).(i'r 
partant 

ABC. dp ^ 

~ \/\AC.k'—W-^A\B—C).p''\.\W—BC.k-—B\A—C).p'^\ ' 

équation qui n est intégrable que dans l'un des trois cas suivants, 
B=A,B=C,A = C. 

La détermination des trois quantités p\ q, r renferme trois ar- 
bitraires H\ k\ et celle qu'introduit l'intégration de l'équation 
diflFérentielle précédente. Mais ces quantités ne donnent que la 
position de l'axe instantané de rotation du corps, sur sa surface, 
ou relativement aux trois axes principaux, et sa vitesse angulaire 
de rotation. Pour avoir le mouvement réel du corps autour du 
point fixe, il faut connaître encore la position des axes principaux 
dans l'espace; ce qui doit introduire trois nouvelles arbitraires 
relatives à la position primitive de ces axes, et ce qui exige trois 
nouvelles intégrales qui, jointes aux précédentes, donnent la so- 
lution complète du problème. Les équations (C) du n" 26 ren- 
ferment trois arbitraires iV, N\ N"; mais elles ne sont pas entiè- 
rement distinctes des arbitraires H et k. En efifet, si l'on ajoute 
ensemble les carrés des premiers membres des équations (C), on a 

ce qui donne /t*= A^'-f-A^'*H-iV"'. 
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Les constantes N, N\ N\ répondent aux constantes c, c , c du 

n** 21; et la fonction \.t. \/p "H- q^-h^ r* exprime la somme des 
aires décrites pendant le temps t, par les projections de chaque 
molécule du corps, sur le plan relativement auquel cette somme 
est un maximum. IS' et N" sont nuls relativement à ce plan; en 
égalant donc à zéro leurs valeurs trouvées dans le n° 26 , on aura 

o = Br. sin.(p — A(j.cos.(^ , 

o = Aq. COS. 0. sin. (p -h Br. cos. 0. cos. (p -f- Cp. sin. d ; 

d'où Ton tire 

COS. B = ^ — , 

sin. 0. sin. = ^ , 

sin.O.cos. (p=: 



Au moyen de ces équations, on connaîtra les valeurs de et de <p, 
en fonction du temps , relativement au plan fixe que nous venons 
de considérer. Il ne s'agit plus que de connaître l'angle \f/ , que 
l'intersection de ce plan et de celui des deux premiers axes prin- 
cipaux fait avec l'axe àesx, ce qui exige une nouvelle intégration. 
Les valeurs de (jf et de r du n*" 26 donnent 

dy\/.s\n^d = (jdt sin.0. sin. (p -+-rrf(.sin.0.cos. (p; 
d'où l'on tire , , ,^ , ^ , , 

or on a par ce qui précède 

on aura donc 

, -k.dt.\H^-AB.p'*\ 
^~ ABC.{k*—p'*) • 
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Si Ton substitue au lieu de dt, sa valeur trouvée ci-dessus, on 
aura la valeur de \{/ en fonction de p ; les trois angles 9, (^ et if/ 
seront ainsi déterminés en fonctions des variables p, q\ r, qui 
seront elles-mêmes déterminées en fonctions du temps t. On con-* 
naîtra donc à un instant quelconque les valeurs de ces angles 
par rapport au plan des x et des j, que nous venons de consi- 
dérer, et il sera facile, par les formules de la trigonométrie sphé- 
ri que, d'en conclure les valeurs des mêmes angles relatives à tout 
autre plan, ce qui introduira deu\ nouvelles arbitraires qui, réu- 
nies au\ quatre précédentes, formeront les six arbitraires que doit 
renfermer la solution complète du problème que nous venons de 
traiter. Mais on voit que la considération du plan dont nous ve- 
nons de parler simplifie ce problème. 

La position des trois axes principaux étant supposée connue 
sur la surface du corps, si Ton connaît à un instant quelconque 
la position de l'axe réel de rotation, à cette surface, et la vitesse 
angulaire de rotation, on aura à cet instant les valeurs de p, ^, r, 
puisque ces valeurs , divisées par la vitesse angulaire de rotation , 
expriment les cosinus des angles que l'axe réel de rotation forme 
avec les trois axes principaux; on aura donc les valeurs de p\ q\ 
r; or ces dernières valeurs sont proportionnelles aux sinus des 
angles que les trois axes principaux forment avec le plan des x 
et des y, relativement auquel la somme des aires des projections 
des molécules du corps, multipliées respectivement par ces mo- 
lécules, est un maximum; on pourra donc alors déterminer à tous 
les instants l'intersection de la surface du corps, par ce plan in- 
variable, et, par conséquent, retrouver la position de ce plan , par 
les conditions actuelles du mouvement du corps. 

Supposons que le mouvement de rotation du corps soit dû 
à une impulsion primitive qui ne passe point par son centre 
de gravité. Il résulte de ce que nous avons démontré dans les 
n°" 20 et 22 que le centre de gravité prendra le même mouve- 
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ment que si cette impulsion lui était immédiatement appliquée, 
et que le corps prendra autour de ce centre le même mouvement 
de rotation que si ce centre était immobile. La somme des aires 
décrites autour de ce point par le rayon vecteur de chaque mo- 
lécule projetée sur un plan fixe, et multipliées respectivement par 
ces molécules, sera proportionnelle au moment de la force primi- 
tive projetée sur le même plan; or ce moment est le plus grand , 
relativement au plan qui passe par sa direction et par le centre 
de gravité; ce plan est donc le plan invariable. Si Ion nomme ^ 
la distance de l'impulsion primitive, au centre de gravité; et v, la 
vitesse qu elle imprime à ce point; m étant la masse du corps, mfv, 
sera le moment de cette impulsion , et en le multipliant par \ t, le 
produit sera égal à la somme des aires décrites pendant le temps fu- 
mais cette somme, par ce qui précède, est - . \/p'* -4-9'*-+- r* ; on a 
donc 

Si Ton connaît à l'origine du mouvement la position des axes prin- 
cipaux, relativement au plan invariable, ou les angles 6 et (^ ; on 
aura à cette origine les valeurs de p, q et r, et, par conséquent, 
celles de p, q, r; on aura donc à un instant quelconque les valeurs 
des mêmes quantités. 

Cette théorie peut servir à expliquer le double mouvement de 
rotation et de révolution des planètes , par une seule impulsion 
primitive. Supposons en effet qu'une planète soit une sphère ho- 
mogène d'un rayon il, et qu'elle tourne autour du soleil avec 
une vitesse angulaire U; r étant supposé exprimer sa distance au 
soleil, on aura v=:rU; de plus, si l'on conçoit que la planète se 
meut en vertu d'une impulsion primitive dont la direction a passé 
à la distance/ de son centre, il est clair qu'elle tournera sur 
elle-même , autour d'un axe perpendiculaire au plan invariable ; 
en considérant donc cet axe comme le troisième axe principal, on 
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aura 0= o, et par conséquent 9 = o, r= o; on aura donc p = mfv, 
ou Cp=mfrU. Mais dans la sphère on a C^=^mR*; partant. 



/ 



1 31 £ 



ce qui donne la distance/ de la direction de Timpulsion primitive, 
au centre de la planète, qui satisfait au rapport observé entre la 
vitesse angulaire p de rotation, et la vitesse angulaire U de révolu- 
tion autour du soleil- Relativement à la terre, on a-^= 366,2 5638; 

R 
la parallaxe du soleil donne — = o,oooo4a665, et par consé- 
quent /^y-^./Î, à fort peu près. 

Les planètes n'étant point homogènes, on peut les considérer 
ici comme étant formées de couches sphériques et concentriques 
d'inégales densités. Soit p la densité d'une de ces couches dont le 
rayon est R, p étant fonction de il; on aura 

^ 2m Çp.R^.dR 

T''Jp.R\dR' 

m étant la masse entière de la planète, et les intégrales étant prises 
depuis jR=:o jusqu'à sa valeur à la surface; on aura ainsi 

r_i p ÇpAWdR 
J~ i' rV )p.R\dn ' 

Si, comme il est naturel de le supposer, les couches les plus voi- 
sines du centre sont les plus denses, la fonction r n^ ju sera 

moindre que -f-Tl*; la valeur de^ sera donc moindre que dans le 
cas de l'homogénéité. 

30. Déterminons présentement les oscillations du corps, dans 
le cas où il tourne , à très-peu près , autour du troisième axe prin- 
cipal. On pourrait les déduire des intégrales auxquelles nous 
sommes parvenus dans le numéro précédent; mais il est plus 
simple de les tirer directement des équations différentielles (Z>) 
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du n*" 26. Le corps n étant sollicité par aucunes forces, ces équa- 
tions deviennent, en y substituant, au lieu de p , ^', r, leurs va- 
leurs Cp, Aq et Br, 

ap4-^ — 71 — ' .(jr.at = o, 



C 

, . [C—B) , 

dq-h ' — -2 — - .rp.at=o , 

dr-+- ^ — ^ — - .pq.at = o. 

Le solide étant supposé tourner, à fort peu près, autour de son 
troisième axe principal; q et r sont de très-petites quantités dont 
nous négligerons les carrés et les produits; ce qui donne dp = o^ 
et par conséquent, p constant. Si dans les deux autres équations, 
on suppose, 

^ = M.sin. (w/-f-y) ; r=M'cos. (/if-f-y) , 
on aura 




n^p.W '"'-^' •'"•-«' , M=-M 



/ A,(C—y\) 

•y ji.{c—n]' 



M et y étant deux constantes arbitraires. La vitesse angulaire de 
rotation sera \/p" -h ^* -+- r* , ou simplement p, en négligeant les 
carrés de q et de r: cette vitesse sera donc à très-peu près cons- 
tante. Enfin, le sinus de Tangle formé par Taxe réel de rotation, 

et par le troisième axe principal, sera — . 

Si, à lorigine du mouvement, on a q = o, et r=o, c est-à- 
dire, si Taxe réel de rotation coïncide à cet instant avec le troi- 
sième axe principal, on aura M=o, M'==o : q et r seront donc 
toujours nuls, et Taxe de rotation coïncidera toujours avec le troi- 
sième axe principal; d'où il suit que si le corps commence à tour- 
ner autour d'un des axes principaux, il continuera de tourner 
uniformément autour du même axe. Cette propriété remarquable 

TOME I. 13 
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des axes principaux les a fait nommer axes principaux de rotation : 
elle leur convient exclusivement; car si Taxe réel de rotation est 
invariable à la surface du corps, on a dp = o^ dq = Oj dr=o; 
les valeurs précédentes de ces quantités donnent ainsi 

{B—A) [C—B) (.4 — C) 

C '^1 = ^^ —J — -.rp = o, '- — -j^.pq = o. 

Dans le cas général où il, B, C sont inégaux, deux des trois 
quantités/), q, r sont nulles en vertu de ces équations, ce qui 
suppose que Taxe réel de rotation coïncide avec Tun des axes prin- 
cipaux. 

Si deux des trois quantités A, B, C sont égales, par exemple, 
si l'on a A^=:B; les trois équations précédentes se réduisent à 
celles-ci, r/; = o , ^ (jf = o , et Ton peut y satisfaire par la supposi- 
tion seule dép égal à zéro. L'axe de rotation est alors dans un plan 
perpendiculaire au troisième axe principal; mais on a vu (n® 27) 
que tous les axes situés dans ce plan sont des axes principaux. 

Enfin, si Ton a à la fois A = B = C , les trois équations précé- 
dentes seront satisfaites, quels que soient p, <jf, r; mais alors, par 
le n° 27, tous les axes du corps sont des axes principaux. 

Il suit de là que les seuls axes principaux ont la propriété d'être 
des axes invariables de rotation; mais ils n'en jouissent pas tous 
de la même manière. Le mouvement de rotation autour de celui 
dont le moment d'inertie est entre les moments d'inertie des deux 
autres axes peut être troublé d'une manière sensible par la cause 
la plus légère, en sorte qu'il n'y a point de stabilité dans ce mou- 
vement. 

On nomme état stable d'un système de corps, un état tel, que 
le système, lorsqu'il en est infiniment peu dérangé, ne puisse 
s'en écarter qu'infiniment peu, en faisant des oscillations conti- 
nuelles autour de cet état. Concevons, cela posé, que l'axe réel 
de rotation s'éloigne infiniment peu du troisième axe principal; 
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dans ce cas, les constantes Met M' sont infiniment petites; et si 
71 est une quantité réelle, les valeurs de q et de r resteront tou- 
jours infiniment petites, et Taxe réel de rotation ne fera jamais 
que des excursions du même ordre autour du troisième axe prin- 
cipal. Mais si n était imaginaire, sîn. (/l'-t-y), et cos. {nt-hy) se 
changeraient en exponentielles; les expressions de q et de r pour- 
raient donc alors augmenter indéfiniment, et cesser enfin d'être 
infiniment petites; il n y aurait donc point de stabilité dans le 
mouvement de rotation du corps autour du troisième axe principal. 
La valeur de n est réelle, si Cest la plus grande ou la plus petite des 
trois quantités A, B, C; car alors le produit (C — A) .[C — B) est 
positif; mais ce produit est négatif, si C est entre A et B, et dans 
ce cas n est imaginaire : ainsi le mouvement de rotation est stable 
autour des deux axes principaux dont les moments d'inertie sont 
le plus grand et le plus petit; il ne Test pas autour de l'autre axe 
principal. 

Maintenant, pour déterminer la position des axes principaux 
dans l'espace, nous supposerons le troisième axe principal, à fort 
peu près perpendiculaire au plan des x et des y, en sorte que d 
soit une quantité très-petite dont nous négligerons le carré. Nous 
aurons par le n° 26, 

d(p — dy^=pdt; 
ce qui donne en intégrant, 

^ = <P—pt—e, 

e étant une constante arbitraire. Si l'on fait ensuite 

sin. d.sin. (p=s, sin.S .cos. <p = u; 

les valeurs de ^ et de r du n^ 26 donneront, en éliminant dy^, 

d$ du 

— -pu = r, —^ps=~<i; 

13. 
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et en intégrant, 

5 = ê.sin. [pt-hT^) — ^p— .sin. {nt-hy) , 

71 = g. COS. (pt-hX) j^, — .COS. {nt-hy) ; 

ê et X étant deux nouvelles arbitraires : le problème est ainsi com- 
plètement résolu, puisque les valeurs de 5 et de u donnent les 
angles et (^ en fonction du temps, et que -^ est déterminé en 
fonction de ^ et de t. Si ê est nul, le plan des x et des y devient 
le plan invariable auquel nous avons rapporté, dans le numéro 
précédent, les angles d, (p et >|/. 

31. Si le solide est libre, l'analyse des numéros précédents 
donnera son mouvement autour de son centre de gravité : si le 
solide est forcé de se mouvoir autour d'un point fixe, elle fera 
connaître son mouvement autour de ce point. U nous reste à con- 
sidérer le mouvement d'un solide assujetti à se mouvoir autour 
d'un axe fixe. 

Concevons que x soit cet axe, que nous supposerons horizon- 
tal : dans ce cas, la dernière des équations (JS) du n** 25 suffira 
pour déterminer le mouvement du corps. Supposons de plus que 
l'axe des y soit horizontal, et qu'ainsi Taxe des z soit vertical et 
dirigé vers le centre de la terre; supposons enfin que le plan qui 
passe par les axes des y et des z passe par le centre de gravité du 
corps, et imaginons un axe passant constamment par ce centre et 
par l'origine des coordonnées. Soit 6 l'angle que ce nouvel axe 
fait avec celui des z; si l'on nomme y et z les coordonnées rap- 
portées à ce nouvel axe, on aura 

y=:y. COS. d-r-z.sin. 6, z -=z\cos. 6 — y\ sin. 6 ; 
d'où Ton tire 

., {fdz' — z'dy\ j de ^ j I V, , .,^ 

S.\^- j^ — ^-ydm= -^ — .S.dm,{y^^-z'). 
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S. dm. (y^H-^"*) est le moment d'inertie du corps relativement à 
Taxe des x : soit C ce moment. La dernière des équations (i5) du 
n** 25 donnera 

dde dN" 



c. 



di' ~ dt • 



Supposons que le corps ne soit sollicité que par l'action de la pe- 
santeur; les valeurs de P et de Q du n*" 25 seront nulles, et R 
sera constant, ce qui donne 

dN" 

-j— =5. Ry.dm = R.cos.d.S.y.dm -+- R.sin.O .S. z. dm. 

L'axe des / passant par le centre de gravité du corps, on a 
S.y\ dm = o; de plus, si Ton nomme h la distance du centre de 
gravité du corps à l'axe des x, on aura S.z .dm=:mh, m étant 
la masse entière du corps ; on aura donc 

—j-- = mh é R. sin. , 
dt 

et, par conséquent, 

ddO — mh.R. sin.û 

'dr~ C • 

Considérons présentement un second corps dont toutes les parties 
soient réunies dans un seul point éloigné de la distance /, de 
l'axe des x; on aura, relativement à ce corps, C=m'l\ m' étant 
sa masse; de plus, h sera égal à /; partant 

dde -^/î . ^ 

Ces deux corps auront donc exactement le même mouvement 
d'oscillation , si leur vitesse initiale angulaire , lorsque leurs cen- 
tres de gravité sont dans la verticale, est la même, et si l'on a 

l = — T . Le second corps dont nous venons de parler est le pen- 
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dule simple dont on a considéré les oscillations dans le n'' 1 1 ; on 
peut donc toujoura assigner, par cette formule, la longueur / du 
pendule simple dont les oscillations sont isochrones à celles du 
solide que nous considérons ici, et qui forme un pendule com- 
posé. C'est ainsi que Ton a déterminé la longueur du pendule 
simple, qui bat les secondes, par des observations faites sur les 
pendules composés. 
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CHAPITRE VIII. 



DU MOUVEMENT DES FLUIDES. 



32. Nous ferons dépendre les lois du mouvement des fluides 
de celles de leur équilibre, de même que dans le chapitre v 
nous avons déduit les lois du mouvement d*un système de corps, 
de celles de l'équilibre de ce système. Reprenons donc Téquation 
générale de l'équilibre des fluides donnée dans le n® 17, 

la caractéristique S ne se rapportant qu'aux coordonnées œ, y, z 
de la molécule, et n'étant point relative au temps f. Lorsque le 
fluide est en mouvement , les forces en vertu desquelles ses mo- 
lécules seraient en équilibre sont, par le n^ 18, en supposant it 
constant , 

^-(^)- <?-(^)- «-(^)' 

il faut donc substituer ces forces, au lieu de P, Q, R, dans l'équa- 
tion précédente de l'équilibre. En désignant par h F, la variation 
P. S^-f-Q. Sj-f-R.Sz, que nous supposerons exacte, on aura 

cette équation équivaut à trois équations distinctes, puisque les 
variations 8x, Sj, hz, étant indépendantes, on peut égaler sépa- 
rément à zéro leurs coefficients. 

Les coordonnées x,y, z, sont fonctions des coordonnées pri- 
mitives et du temps t; soient a, b, c, ces coordonnées primitives. 
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on aura 



''"= (af) • ^"-^ (sf) • "-i- (3?) -^'^ 



En substituant ces valeurs dans l'équation (F), on pourra égaler sé- 
parément à zéro les coefficients de Sa, S 6, 5c; ce qui donnera trois 
équations à différences partielles entre les trois coordonnées œ, y, z 
de la molécule, ses coordonnées primitives a, b, c, et le temps t. 
Il nous reste à remplir les conditions de la continuité du fluide. 
Pour cela, considérons, à Torigine du mouvement, un paraliélipi- 
pède fluide rectangle dont les trois dimensions soient da, db, de. 
En désignant par (p) la densité primitive de cette molécule, sa 
masse sera (p) .da.dt.dc. Nommons (A) ce parallélipipède : il 
est aisé de voir qu'après le temps f , il se changera dans un paral- 
lélipipède obliquangle; car toutes les molécules situées primiti- 
vement sur une face quelconque du parallélipipède [A) seront 
encore dans un même plan, du moins en négligeant les infini- 
ment petits du second ordre : toutes les molécules situées sur les 
arêtes parallèles de [A] se trouveront sur de petites droites égales 
et parallèles entre elles. Nommons [B] ce nouveau parallélipipède, 
et concevons que par les extrémités de Tarêle formée par les mo- 
lécules qui, dans le parallélipipède (A), composaient Tarête de, 
on mène deux plans parallèles à celui des x et des j. En prolon- 
geant les arêtes de (/î) jusqu'à la rencontre de ces deux plans, on 
aura un nouveau parallélipipède (C), compris entre eux et égal 
à [B); car il est clair qu'autant l'un des deux plans retranche du 
parallélipipède (C), autant l'autre lui ajoute. Le parallélipipède (C) 
aura ses deux bases parallèles au plan des x et des j; sa hauteur 
comprise entre ses bases sera évidemment égale à la différence 
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de z, prise en n y faisant varier que c; ce qui donne ( j")- d^* pour 

cette hauteur. 

On aura sa base, en observant quelle est égale à la section 
de ( jB) , par un plan parallèle à celui des x et des y; nommons [e) 
cette section. Par rapport aux molécules dont elle sera formée, 
la valeur des z sera la même, et Ton aura 



{^)'^^^{^)'^^-^{^)'^'' 



Soient Sp et 5^ deux côtés contigus de la section (e), dont le 
premier soit formé par des molécules de la face de. de du paral- 
lélipipède [A) , et dont le second soit formé par des molécules de 
sa face da.dc. Si, par les extrémités du côté 8p, on imagine deux 
droites parallèles à l'axe des x, et que l'on prolonge le côté du 
parallélogramme (e) , parallèle à Sp, jusqu'à la rencontre de ces 
droites, elles intercepteront entre elles un nouveau parallélo- 
gramme (X) égal à (e) , et dont la base sera parallèle à l'axe des x. 
Le côté 8p étant formé par des molécules de la face d 6 . de, rela- 
tivement auxquelles la valeur de z est la même, il est aisé de voir 
que la hauteur du parallélogramme (X) est la diflFérence de y, en 
supposant a, z et t constants, ce qui donne 



d'où Ton tire 






^ (dz\ 

c'est Texpression de la hauteur du parallélogramme (X}. Sa base 
est égale à la section de ce parallélogramme, par un plan pa- 

TOME I. 14 
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rallèle à Taxe des x; cette section est formée des molécnles do 
parallélipipède (il), par rapport auxquelles z et j sont constants; 
sa longueur est donc égale à la différentielle de x, prise en sup- 
posant z, y ett constants; ce qui donne les trois équations, 

o=M.da~+-('^].db-^($-].dc, 






0=|-;-l .aa i-l-rri . Q & - f- | -t- 1 . Q C. 

Soit pour abréger, 



g 



(dx\ (dy\ (dz\_(dA (dA (!ii\^(dA (dy\ (dz\ 
\da) ' \db) ' \dc) \da) ' \dc) ' \db) "*" \db) ' \dc) ' \daj 

(dx\ (dy\ (iA.(dA (dA (dz\_(dx\ (dy\ (dz\^ 
\db) ' \da) ' \dr) ^ \drl ' \da) ' \db) \dc) ' \db) ' \da) ' 



on aura 



€.da 



\db) ' [de) \dc) ' \db) 
c'est l'expression de la base du parallélogramme (X) ; la surface de 
ce parallélogramme sera donc ——rr-r — • Celte quantité exprime 

encore la surface du parallélogramme [e); en la multipliant par 

l-7-|.dc, on aura ê.da.dè.dc pour le volume des parallélipi- 

pèdes (C) et [B). Soit p la densité du parallélipipède [A) après le 
temps t, on aura pê.da.di.dc pour sa masse; en Tégalant à sa 
masse primitive (p) . da . d 6 . d c , on aura 

pê=(p); {G) 

pour Téquation relative à la continuité du fluide. 

33. On peut donner aux équations (F) et (G) une autre forme 
d*un usage plus commode dans quelques circonstances. Soient 
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u, t^ et V, les vitesses d'une molécule fluide, parallèlement aux 
axes des x, des y et des z; on aura 



(^=". (^)=- . © 



V. 



DUOTérentions ces équations, en regardant a, i; et v, comme fonctions 
des coordonnées x,y, z de la molécule, et du temps t; nous aurons 

\dt*/ \dtj \dxj \dyj \dz)' 

(^)=(^)-«(ë)-"(D-.(^). 

ldiz\ }d\\ /d\\ /di\ fdy\ 

L'équation (F) du numéro précédent deviendra ainsi 

Pour avoir Féquation relative à la continuité du fluide , concevons 
que dans la valeur de 6, du numéro précédent, a, b, c soient 
égaux à x;y, z, et que x, y, z soient égaux à x-^udt, y-hvdt, 
z-\-ydty ce qui revient à prendre les coordonnées primitives a, 6, c, 
infiniment près àe x^ y, z; on aura 



g 



l'équation (G) devient. 



-m-^Tym- 



.-lÊ)-(|)-(S)h.-w 



o. 



Si l'on considère p comme fonction de x, j, 2, et de f, on a 



14. 
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Téquation précédente se change ainsi dans la suivante : 

c'est Téquation relative à la continuité du fluide, et il est aisé de 
voir qu'elle est la dilFérentielle de l'équation (G) du numéro pré- 
cédent, prise par rapport au temps t. 

L'équation [H) est susceptible d'intégration, dans un cas fort 
étendu, savoir, lorsque u8x-\-v8y'+-\Sz est une variation exacte 
de x,y, z, p étant d'ailleurs une fonction quelconque de la pres- 
sion p. Soit alors 8 ^ cette variation ; l'équation {H) donne 

d'où l'on tire en intégrant par rapport à 8, 

Il faudrait ajouter à cette intégrale une constante arbitraire, fonc- 
tion de t, mais cette constante peut être censée renfermée dans la 
fonction <p. Cette dernière fonction donne la vitesse des molécules 
fluides, parallèlement aux axes des x, des y et des z; car on a 

"=(g). »=(^). H^} 

L'équation [K) relative à la continuité du fluide devient 

"=(^)-(^)-(S)-(^)-(^)-(^)-(^) 

''êHwHm 

ainsi l'on a relativement aux fluides homogènes , 
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On peut observer que là fonction u • 5 a?-+- v . 5 j-h v . 5 z est une 
variation exacte de x, y,z k tous les instants, si elle l'est à un 
seul instant. Supposons, en effet, quà un instant quelconque 
elle soit égale à S ^ ; dans Tinstant suivant elle sera 

elle sera donc encore, à ce nouvel instant, une variation exacte, 

si I j- 1 . 8a?-t- [jj) • ^y-^ [Tf) ' ^ ^' ^^^ ^^^ variation exacte au 
premier instant; or l'équation [H) donne à cet instant, 

(st) -^-^CS)- 'r^-(ï)■'^=*v-i-^^l(DV(DV(^•i; 

le premier membre de cette équation est par conséquent une va- 
riation exacte en x,y, z; ainsi la fonction u.èx-^v.8y-^\ .8z 
est une variation exacte dans l'instant suivant, si elle l'est dans un 
instant; elle est donc alors une variation exacte à tous les instants. 
Lorsque les mouvements sont très-petits, on peut négliger les 
carrés et les produits de u, v et v; l'équation [H) devient alors 

ainsi, dans ce cas, u.Sx-hv.^y-hv .8z est une variation exacte, 
si, comme nous le supposons, p est fonction de p; en nommant 
donc encore S^ cette différence, on aura 



■/^=(^)' 



et si le fluide est homogène, l'équation de continuité deviendra 



\dx*)~^\df)~^\dz*)' 
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Ces deux équations renferment toute la théorie des ondulations 
trèis-petites des fluides homogènes. 

34. Considérons une masse fluide homogène douée d'un mou- 
vement uniforme de rotation autour de Taxe des x. Soit n la 
vitesse angulaire de rotation , à une distance de Taxe que nous 
prendrons pour unité de distance; on aurat; = — nz,\ = ny; 
l'équation [H] du numéro précédent deviendra ainsi 

équation possible, puisque ses deux membres sont des diflerences 
exactes. L'équation [K) du même numéro deviendra 

et il est visible que cette équation est satisfaite si la masse fluide 
est homogène. Les équations du mouvement des fluides sont donc 
alors satisfaites, et par conséquent ce mouvement est possible. 

La force centrifuge à la distance y/j'-f-^' de l'axe de rotation 
est égale au carré n\ (j'-h^*) de la vitesse, divisé par cette dis- 
tance; la fonction n\ (jâj-t-zSz:) est donc le produit de la force 
centrifuge par l'élément de sa direction; ainsi, en comparant 
l'équation précédente du mouvement du fluide, avec l'équation 
générale de l'équilibre des fluides, donnée dans le n** 17, on voit 
que les conditions du mouvement dont il s'agit se réduisent à 
celles de l'équilibre d'une masse fluide , sollicitée par les mêmes 
forces, et par la force centrifuge due au mouvement de rotation; 
ce qui est visible d'ailleurs. 

Si la surface extérieure de la masse fluide est libre, on aura 
8p=o, à cette surface; et, par conséquent, 
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d où il suit que la résultante de toutes les forces qui animent 
chaque molécule de la surface extérieure doit être perpendiculaire 
à cette surface; elle doit être de plus dirigée vers l'intérieur de la 
masse fluide. Ces conditions étant remplies , une masse fluide ho- 
mogène sera en équilibre, en supposant même qu'elle recouvre 
un solide de figure quelconque. 

Le cas que nous venons d'examiner est un de ceux dans les- 
quels la variation u.8x-i-v.èy-\-\.8z n est pas exacte; car alors 
cette variation devient — n.[z8y — yi^)\ ainsi, dans la théorie 
du flux et du reflux de la mer, on ne peut pas supposer que la 
variation dont il s*agit est exacte, puisqu'elle ne l'est pas dans le 
cas très-simple où la mer n aurait d'autre mouvement que celui 
de rotation qui lui est commun avec la terre. 

35. Déterminons maintenant les oscillations d'une masse fluide 
recouvrant un sphéroïde doué d'un mouvement de rotation nt, 
autour de l'axe des a;; et supposons-la trèsnpeu dérangée de l'état 
d'équilibre, par l'action de forces très-petites. Soit, à l'origine du 
mouvement, r la distance d'une molécule fluide, au centre de 
gravité du sphéroïde qu'elle recouvre, et que nous supposerons 
immobile; soit d l'angle que le rayon r forme avec l'axe des x, 
et ^ l'angle que le plan qui passe par l'axe des x et par ce rayon 
forme avec le plan des x et des y. Supposons qu'après le temps t, 
le rayon r se change dans r+a^^ que l'angle se change dans 
O-hœu, et que l'angle "cr se change dans nt'+''0 -h clv; as, an, et av 
étant de très-petites quantités dont nous négligerons les carrés et 
les produits; on aura 

x=[r-^as). COS. (0-f-au), 

y = [r-h-as) . sin. (d-+-a«).cos. {/if-t-ttr-j-av), 

2 = (r-t-a5). sin. (d-+-au). sin. [nt-^'ts-h-av). 

Si l'on substitue ces valeurs, dans l'équation (F) du n* 32, on 
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aura, en négligeant le carré de a, 

ar\S '\(-jp) — an.sin.Ô.cos.Ô.fg^) 

A la surface extérieure du fluide, on a d^=o; on a de plus, dans 
l'état d'équilibre, 

= — 5. î(/-T-a5).sin.(ô-f-ari)p-t-(SF); 

(SV) étant la valeur de 5F qui convient à cet état. Supposons 
que le fluide dont il s'agit soit la mer; la variation (8 F) sera le 
produit de la pesanteur multipliée par l'élément de sa direction. 
Nommons g la pesanteur, et ay l'élévation d'une molécule d*eau 
de sa surface, au-dessus de sa surface d'équilibre, surface que 
nous regarderons comme le véritable niveau de la mer. La varia- 
tion (S F) croîtra par cette élévation, dans l'état de mouvement, 
de la quantité — ag.Sy, parce que la pesanteur est à fort peu près 
dirigée dans le sens des ay, et vers leur origine. En désignant en- 
suite par a S F, la partie de 5 F relative aux nouvelles forces qui , 
dans l'état de mouvement, sollicitent la molécule, et qui dépen- 
dent, soit des changements qu'éprouvent par cet état les attrac- 
tions du sphéroïde et du fluide, soit des attractions étrangères; 
on aura à la surface 

BV={hV)—ag.hy-^a.8V\ 

La variation — . 5 . \[r-has) . sin . (0-4-att)|* croît de la quantité 
(xn\hy.r.sm\d, en vertu de la hauteur de la molécule d'eau, 
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au-dessus du niveau de la mer; maïs cette quantité peut être né- 
gligée relativement au terme — ctcj.hy, parce que le rapport 

— — de la force centrifuge à l'équateur, à la pesanteur, est une 

très-petite fraction égale à yj^- Enfin, le rayon r est à fort peu 
près constant à la surface de la mer, parce qu elle diffère très- 
peu d'une surface sphérique; on peut donc y supposer 5r nulle. 
L'équation (L) devient ainsi, à la surface de la mer, 

r^^tiT. I sin*. ô . ( -j^j-h2 Ti.sin.d.cos.d. iji)-^'^ n.sin*.6. l-^\ 

= — g.Sy^Sr; 

les variations hy et hV étant relatives aux deux variables B et tïT. 
Considérons présentement l'équation relative à la continuité 
du fluide. Pour cela, concevons à l'origine du mouvement un 
parallélipipède rectangle dont la hauteur soit dr, dont la largeur 
soit rdtïT.sin.0, et dont la longueur soit rd0. Nommons r, 6' tits 
ce que deviennent r, d et tïT, après le temps t En suivant le rai- 
sonnement du n° 32 , on trouvera qu'après ce temps le volume de 
la molécule fluide est égal à un parallélipipède rectangle dont la 

hauteur est (7- ) -d^/ dont la largeur est 



^''^"•^'|(è)-^^+(57)- 



en éliminant dr, au moyen de l'équation 

enfin, dont la longueur est r.(-pj •dr-hl-T^) .d0-l-(T— J .dtïT , 

TOME I. 15 
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en éliminant dr et à^a, au moyen des équations 



<'=(^)-<i^+(^)-<i«+(s)-'>-. 



En supposant donc 



«'='j 



\d6)\dr)\dv^)^\dv!)\drJ'\dB) \d^) \de ) ' \dr ) ' 

le volume de la molécule après le temps t sera ê'.r^sin.ô'.dr.dO.d-o; 
ainsi, en nommant (p) la densité primitive de cette molécule, etp 
sa densité correspondante à f, on aura, en égalant Texpression 
primitive de sa masse à son expression après le temps f, 

p . ê' r* . sin. 6'= [p) . r\ sîn. : 

c'est l'équation de la continuité du fluide. Dans le cas présent, 

on aura ainsi, en négligeant les quantités de l'ordre a*, 

z>/ /^^\ /du\ (dv\ 

Supposons qu'après le temps f, la densité primitive [p] du fluide 
se change en [p] -hap'; l'équation précédente relative à la conti- 
nuité du fluide donnera 

\ , / N \(da\ (dv\ U.C0S.6) , x /d.r*s\ 

o='-jP +(p)-i(3ï) + (3;) + ^nrrij+(p)-(-;îr> 
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36. Appliquons ces résultats aux oscillations de la mer. Sa 
masse étant homogène, on a |o'=o , et, par conséquent, 

a . COS. 6 



/d.r*s\ . {fda\ , /dv\ 



sin. 

Supposons, conformément à ce qui paraît avoir lieu dans la na- 
ture, la profondeur de la mer très-petite relativement au rayOn r 
du sphéroïde terrestre; représentons- la par y, y étant une fonc- 
tion très-petite de et de tïT, qui dépend de la loi de cette profon- 
deur. Si Ton intègre Téquation précédente, par rapport à r, depuis 
la surface du solide que la mer recouvre , j usqu à la surface de la 
mer, on voit que la valeur de s sera égale à une fonction de 6, ^ts 
et t, indépendante de r, plus, à une très-petite fonction qui sera, 
par rapport à a et à v, du même ordre de petitesse que la fonc- 
tion -; or, à la surface du solide que la mer recouvre, lorsque 

les angles ô et lar se changent dans 0-f-au, et /if-4-'cy-+-av, il 
est aisé de voir que la distance d'une molécule d'eau, contiguë à 
cette surface, au centre de gravité de la terre, ne varie que d'une 
quantité très-petite par rapport à a a et a t;, et du même ordre 
que les produits de ces quantités par l'excentricité du sphéroïde 
recouvert par la mer : la fonction indépendante de r qui entre 
dans l'expression de s est donc très-petite du même ordre; ainsi 
l'on peut négliger généralement s, vis-à-vis de u et de v. L'équa- 
tion du mouvement de la mer à sa surface, donnée dans le n"" 35, 
devient par là 

r\ ^^- ("j^) — 2 n.sin.O ,cos.O .(^\ 
^^^tir.|sin^e.(^)-4-2n.si^.e.cos.Ô.(~)j = — i/.Jj^-eîF'; {M) 

l'équation (L) du même numéro, relative à un point quelconque 
de l'intérieur du fluide, donne, dans l'état d'équilibre, 

o=^.5.i(r-t-a5).sin. (ô-^att)|*-H(SF)— li^; 

15. 
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(S F) et (5/)) étant les valeurs de S F et de Sp, qui dans Tétat 
d'équilibre conviennent aux quantités r-f-a5, 6-^ au, et 'cr-f-at;. 
Supposons que dans Tétat de mouvement on ait 

l'équation (L) donnera 

L'équation (M) nous montre que '^^ (77) est du même ordre que 

j ou 5, et par conséquent de Tordre — ; la valeur du premier 

membre de cette équation est donc du même ordre; ainsi, en 
multipliant cette valeur par dr, et en l'intégrant depuis la surface 
du sphéroïde que la mer recouvre, jusqu'à la surface de la mer, 

on aura F' — — égal à une fonction très-petite, de l'ordre — , 

plus à une fonction de 0, « et t, indépendante de r, et que nous 
désignerons par X; en n'ayant donc égard, dans l'équation (L) du 
n*" 35, qu'aux deux variables 6 et "cs, elle se changera dans l'é- 
quation (il/), avec la seule différence que le second membre 
se changera dans SX. Mais X étant indépendant de la profon- 
deur à laquelle se trouve la molécule d'eau que nous considérons; 
si l'on suppose cette molécule très-voisine de la surface, l'équa- 
tion (L) doit évidemment coïncider avec l'équation (M); on a 
donc 

et, par conséquent, 

la valeur de 5 F' dans le second membre de cette équation étant 
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relative à la surface de la mer. Nous verrons dans la théorie du 
flux et du reflux de la mer, que cette valeur est à très-peu près 
la même pour toutes les molécules situées sur le même rayon 
terrestre, depuis la surface du solide que la mer recouvre, jusqu'à 
la surface de la mer; on a donc, relativement à toutes ces molé- 

cules, — ^ =g . S j; ce qui donne p égal à pgy, plus une fonction 

P 
indépendante de 0, lar et r; or, à la surface du niveau de la mer, 

la valeur de ap est égale à la pression de la petite colonne d'eau 
aj, qui s'élève au-dessus de cette surface, et cette pression est 
égale à (xp.gy; on a donc, dans tout l'intérieur de la masse 
fluide, depuis la surface du sphéroïde que la mer recouvre, jus- 
qu'à la surface du niveau de la mer, p=pgy; ainsi, un point 
quelconque de la surface du sphéroïde recouvert par la mer est 
plus pressé que dans l'état d'équilibre, de tout le poids de la pe- 
tite colonne d'eau comprise entre la surface de la mer et la sur- 
face du niveau. Cet excès de pression devient négatif dans les 
points où la surface de la mer s'abaisse au-dessous de la surface 
du niveau. 

Il suit de ce que nous venons de voir que, si l'on n'a égard 
qu'aux variations de et de 'cr, l'équation (L) se change en l'é- 
quation (M), pour toutes les molécules intérieures de la masse 
fluide. Les valeurs de n et de v, relatives à toutes les molécules 
de la mer situées sur le même rayon terrestre, sont donc détermi- 
nées par les mêmes équations diflérentielles; ainsi, en supposant, 
comme nous le ferons dans la théorie du flux et du reflux de la 

mer, qu'à l'origine du mouvement les valeurs de u, (-7-), v, (-y-J 

ont été les mêmes pour toutes les molécules situées sur le même 
rayon, ces molécules resteront encore sur le même rayon durant 
les oscillations du fluide. Les valeurs de r, u et i? peuvent donc 
être supposées les mêmes, à très-peu près, sur la petite partie du 
rayon terrestre comprise entre le solide que la mer recouvre et 
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la surface de la mer; ainsi, en intégrant, par rapport à r. Té- 
quation 

(^•''*^\ • [(dii\ (dv\ u.cos.O) 

-ir) ^' \i4-^ [lui) -^ -^tV 



on aura 



o = r* 5 



/ , V . , [(dii\ (dv\ u.cos.d) 



[r^s] étant la valeur de r*5 à la surface du sphéroïde recouvert 
par la mer. La fonction r^s — [r^s] est égale, à très-peu près, à 
r* . {5 — (5) j -+- 2 ry (5) , (5) étant ce que devient 5 à la surface du 
sphéroïde; on peut négliger le terme 2 ry . [s) , vu la petitesse de 
y et de [s] ; on aura ainsi 

r*— (r'5) = r\[5— (5)]. 

Maintenant la profondeur de la mer, correspondante aux angles 
ô-f-au, et nt-^'us-^-cLv, est y-f-a. J5 — [s)\ : si Ion fixe Tori- 
gine des angles d et /it+tsT^ à un point et à un méridien fixes 
sur la surface de la terre, ce qui est permis, comme on le verra 

bientôt; cette même profondeur sera y-han. (^JH^ûtt;. (7^)1 

plus rélévatîon a j de la molécule fluide de la surface de la mer, 
au-dessus de sa surface de niveau ; on aura donc 



M=^-^"- (3?) ^'- (s)- 



L'équation relative à la continuité du fluide deviendra , par consé- 
quent, 

(d.yu\ (d,yv\ y a. ces. /i^x 

llF) ~ \d^) nO~- ^^^^ 

On peut observer que, dans cette équation, les angles B et 
nt-j-isy sont comptés relativement à un point et à un méridien 
fixes sur la terre, et que dans Téquation (M) ces mêmes angles 
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sont comptés relativement à Taxe des x, et à un plan qui, pas- 
sant par cet axe, aurait autour de lui un mouvement de rotation 
égal à n; or cet axe et ce plan ne sont pas fixes à la surface de 
la terre, parce que Tattraction et la pression du fluide qui la 
recouvre doivent altérer un peu leur position sur cette surface, 
ainsi que le mouvement de rotation du sphéroïde. Mais il est 
aisé de voir que ces altérations sont, aux valeurs de au et de a r, 
dans le rapport de la masse de la mer à celle du sphéroïde ter- 
restre; ainsi, pour rapporter les angles 6 et 7if-i-« à un point 
et à un méridien invariables à la surface de ce sphéroïde, dans 
les deux équations [M) et (iV), il suffit d'altérer n et i; de quan- 
tités de Tordre — et — , quantités que nous nous sommes per- 
mis de négliger; on peut donc supposer, dans ces équations, que 
au et a V sont les mouvements du fluide en latitude et en lon- 
gitude. 

On peut observer encore que, le centre de gravité du sphéroïde 
étant supposé immobile, il faut transporter en sens contraire, aux 
molécules fluides , les forces dont il est animé par la réaction de 
la mer; mais le centre commun de gravité du sphéroïde et de la 
mer ne changeant point en vertu de cette réaction, il est clair 
que le rapport de ces forces à celles dont les molécules sont ani- 
mées par Faction du sphéroïde est du même ordre que le rapport 
de la masse fluide à celle du sphéroïde, et, par conséquent, de 

Tordre - ; on peut donc les négliger dans le calcul de 5 V\ 

37. Considérons de la même manière les mouvements de Tat- 
mosphère. Nous ferons, dans cette recherche, abstraction de la 
variation de la chaleur, à différentes latitudes et à diverses hau- 
teurs, ainsi que de toutes les causes irrégulières qui Tagitent, et 
nous n aurons égard quaux causes régulières qui agissent sur 
elle comme sur TOcéan. Nous supposerons conséquemment la 
mer recouverte d'un fluide élastique d'une température uniforme; 
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nous supposerons encore, confornicment à rexpérîence, la den- 
sité de ce fluide proporlîonnelle à sa pression. Cette supposition 
donne à l'atmosphère une hauteur infinie; mais il est facile de 
s'assurer qu'à une très-petite hauteur sa densité est si petite qu on 
peut la regarder comme nulle. 

Cela posé, nommons s y u et v, pour les molécules de l'atmo- 
sphère, ce que nous avons nommé s, u et v pour les molécules 
de la mer; Tcquation (L) du n° 35 donnera 

ar\S6. \(-^) — 2 n .sin. ,cos, . (~\\ 
ar*.dtir. sni*.fl.( -^ j-f-2 n.sin.O.cos.O. ( "77 JH ;; — '( J")l 

= ^.^.{(r^-a5').sin.(fi-f-att')i'-H^K— ^. 

Considérons d'abord l'atmosphère dans l'état d'équilibre, dans 
lequel 5', u el v sont nuls. L'équation précédente donne alors, 
en l'intégrant, 

— . r\ sin'. 6 -+- V — ( -^ =:= constante. 

La pression p étant supposée proportionnelle à la densité, nous 
ferons p=zl. g .p, (j étant la pesanteur dans un lieu déterminé, 
que nous supposerons être l'équateur, et / étant une quantité 
constante qui exprime la hauteur de l'atmosphère supposée par- 
tout de la même densité qu'à la surface de la mer : cette hauteur 
est très-petite par rapport au rayon du sphéroïde terrestre, dont 
elle n'est pas la 720'' partie. 

L'intégrale 1-^ est égale à /</.log.p; l'équation précédente 
de l'équilibre de l'atmosphère devient, par conséquent, 

Uj . log. p =: constante r-V-\- — . r\ sin'. 0. 
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A la surface de la mer, la valeur de V est la même pour une 
molécule d'air que pour la molécule d'eau qui lui est contiguë, 
parce que les forces qui sollicitent Tune et l'autre molécule sont 
les mêmes; mais la condition de l'équilibre des mers exige que 
l'on ait 

V-\ .r'.sin\0 = constante; 

on a donc, à cette surface, p constant, c'est-à-dire que la densité 
de la couche d'air contiguë à la mer est partout la même dans 
l'état d'équilibre, 

Si l'on nomme R la partie du rayon r comprise entre le centre 
du sphéroïde et la surface de la mer, et r la partie comprise 
entre cette surface et une molécule d'air élevée au-dessus; r sera, 

aux quantités près de l'ordre j^ , la hauteur de cette molé- 
cule au-dessus de la surface de la mer : nous négligerons les 
quantités de cet ordre. L'équation entre p et r donnera 

/(jf. log.p = constante -4- K-t-r. l-j-iH • 1"^"^)"^ li.sin\0 

-hn'Rr.sin'.d; 

les valeurs de V, (-r-) et (-7-7) étant relatives à la surface de la 
mer, où l'on a 

constante = F-{ .R\ sin*. ; 

2 

la quantité — ("i^) — ^^^^ ^î^*- ^^ ^^^ ^^ pesanteur à cette même 
surface; nous la désignerons par g. La fonction ( , , j étant 

multipliée par la quantité très-petite r'*, nous pouvons la déter- 
miner dans la supposition de la terre sphérique, et négliger la 

TOME I. lô 
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densité de ratmosplicre relativement à celle de la terre; nous 



aurons ainsi, à fort peu près, 



( 



dV\ ni_ 

dr 1—3— /f.î 



m 



R ' 



jn étant la niasse de la terre; partant (-7-7") =^ 13 

on aura donc /^f.log. p = constante — ^g— IT'S ' ^'^^ ^*^^ **^ 

c étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Tunité , 
et n étant une constante visiblement égale à la densité de Tair à la 
surface de la mer. Nommons h et îi les longueurs du pendule à 
seconde, à la surface de la mer, sous Téquateur, et à la latitude de 

a' h' 

la molécule aérienne que nous considérons; on aura 3^ = —^ et 
par conséquent, 

r' II' / r' \ 

Cette expression de la densité de l'air fait voir que les couches de 
même densité sont partout également élevées au-dessus de la 

mer, à la quantité près *^ . ; mais dans le calcul exact des 

hauteurs des montagnes, par les observations du baromètre, cette 
quantité ne doit point être négligée. 

Considérons présentement l'atmosphère dans l'état de mouve- 
ment, et déterminons les oscillations d'une couche de niveau, ou 
de même densité dans l'état d'équilibre. Soit a (^, l'élévation d'une 
molécule d'air au-dessus de la surface de niveau à laquelle elle 
appartient dans l'état d'équilibre; il est clair qu'en vertu de cette 
élévation la valeur de 5 F sera augmentée de la variation diffé- 
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rentielle — (xg .8(p; on aura ainsi 5 V= (5 V) — a g. 5 (^ + a ô F' ; 
(5F) étant la valeur de 5F, qui, dans l'état d'équilibre, corres- 
pond à la couche de niveau, et aux angles 0-4- au, et nt+'cs + œv; 
et 5F' étant la partie de 5F, due aux nouvelles forces qui dans 
l'état de mouvement agitent l'atmosphère. 

Soit p = (p) -hap', (p) étant la densité de la couche de niveau, 

dans l'état d'équilibre. Si Ton fait -t~- =/, on aura 

p- (p) -^^9^^y> 

or on a , dans l'état d'équilibre , 

o= ^ , 5 . } (r ^a5) . sin. (0 -4-a «) r -4- (5 F) — .^^^^ 

l'équation générale du mouvement de l'atmosphère deviendra donc, 
relativement aux couches de niveau, par rapport auxquelles 5r 
est nul à très-peu près, 

-r- r\S^. I sin*. 6 . (-j7r) H- 2 n .sin. 6 .ces. 6 . 1-^) -h "^'""' . f-^j { 
= SV' — g.S(p — g.Sy-^n'r.sïn'.e.S.\ 5' — (5') j, 

a (5) étant la variation de r correspondante, dans Tétat d'équi- 
libre, aux variations a a' et av des an^es 6 et'or. 

Supposons que toutes les molécules d'air situées » à l'origine, 
sur le même rayon terrestre , restent constamment sur un même 
rayon dans l'état de mouvement, ce qui a lieu, par ce qui pré- 
cède, dans les oscillations de la mer; et voyons si cette suppo- 
sition peut satisfaire aux équations du mouvement et de la con- 
tinuité du fluide atmosphérique. Pour cela , il est nécessaire que 
les valeurs de n et de v soient les mêmes pour toutes ces molé- 
cules; or la valeur de 5F' est à très-peu près la même pour ces 

10. 



124 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

molécules, comme on le verra lorsque nous déterminerons, dans 
la suite, les forces d'où résulte cette variation; il est donc né- 
cessaire que les variations 5 (^ et èy soient les mêmes pour ces 

molécules, et, de plus, que les quantités 2 /i r. 5tzr . sin\ 0. (-77 ) > 

et n^r. sin*. 0. 5 . j s — [s) j , puissent être négligées dans l'équation 
précédente. 

A la surface de la mer, on a (p =j, ay étant l'élévation de la 
surface de la mer au-dessus de sa surface de niveau. Examinons 
si les suppositions de Ç> égal à j, et de j constant pour toutes les 
molécules d'air situées sur le même rayon, peuvent subsister 
avec l'équation de la continuité du fluide. Cette équation , par le 
n** 35, est. 



o = /''.|p'-i-(p) . 




du 

7ê 



dv'\ h'. COS. 6 1 ( 
dis ) sin. 6 ( ( 



w • m^ 



d'où l'on tire 



y 



i. 




r/. r*,ç' 
r^dr 



du 



dv' 



!«r 



h'. COS. fi 

sin. 6 



r+as est égal à la valeur de r de la surface de niveau, qui corres- 
pond aux angles 0-f-au, et tzr-f-ar, plus à l'élévation de la molé- 
cule d'air au-dessus de cette surface; la partie de as qui dépend 



de la variation des angles 6 eh'cs, étant de l'ordre 



a n\ u 



on peut 



la négliger dans l'expression précédente de j, et, par conséquent, 
supposer dans cette expression, s=(p; si l'on fait ensuite 9=7, 

on aura ( -p j = o , puisque la valeur de (^ est alors la même rela- 
tivement à toutes les molécules situées sur le même rayon. De 



n' 



plus, y est, par ce qui précède, de l'ordre /, ou — ; l'expression 
de y deviendra ainsi 

I \/du\ /dv'\ u.cos.O 



/. 



{\de 



sin. 9 
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ainsi, n et v étant les mêmes pour toutes les molécules situées 
primitivement sur le même rayon , la valeur de y sera la même 
pour toutes ces molécules. De plus, il est visible, parce que nous 

venons de dire, que les quantités 2 wr. Stzr. sin'. 0. (-77-)? et 

TiV. sin*. 0.h.\s — (5) } , peuvent être négligées dans Téquation 
précédente du mouvement de l'atmosphère, qui peut alors être 
satisfaite, en supposant que u et v sont les mêmes pour toutes 
les molécules de l'air, situées primitivement sur le même rayon; 
la supposition que toutes ces molécules restent constamment sur 
un même rayon, durant les oscillations du fluide, peut donc sub- 
sister avec les équations du mouvement et de la continuité du 
fluide atmosphérique. Dans ce cas, les oscillations des diverses 
couches de niveau sont les mêmes, et se déterminent au moven 
des équations, 

r^.Sd, I (-jtt) — 2 71. sin.ô.cos. ô. (^7)! 






SI 



Q.O 



Ces oscillations de l'atmosphère doivent produire des oscillations 
analogues dans les hauteurs du baromètre. Pour déterminer 
celles-ci au moyen des premières, considérons un baromètre fixe 
à une hauteur quelconque au-dessus de la surface de la mer. La 
hauteur du mercure est proporlionnelle à la pression qu'éprouve 
sa surface exposée à l'action de l'air; elle peut donc être repré- 
sentée par Ig .p; mais cette surface est successivement exposée à 
l'action de diverses couches de niveau, qui s'élèvent et s'abaissent 
comme la surface de la mer; ainsi la valeur de p à la surface du 
mercure varie, i"* parce qu'elle appartient à une couche de ni- 
veau, qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevée, de la quan- 
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tité ay; 2° parce que la densité d'une couche augmente, dans Tétai 

de mouvement, de a p ou de ^ ^j ' ^ . En vertu de la première 

cause, la variation de p est — aj. ( / j»^^""/-^; la variation to- 
tale de la densité p, à la surface du mercure, est donc a (p) . ^"^ .^^ ^ . 

Il suit de là que si l'on nomme k la hauteur du mercure, dans 
le baromètre, relative à l'état d'équilibre, ses oscillations, dans l'é- 

• A A* I V I V 1 

tat de mouvement, seront exprimées par la fonction — '^^. ^ ^ 

elles sont donc semblables, à toutes les hauteurs au-dessus de la 
mer, et proportionnelles aux hauteurs du baromètre. 

Il ne s'agit plus maintenant, pour déterminer les oscillations 
de la mer et de l'atmosphère, que de connaître les forces qui agi- 
tent ces deux masses fluides , et d'intégrer les équations différen- 
tielles précédentes;, c'est ce que nous ferons dans la suite de cet 
ouvrage. 



LIVRE DEUXIÈME. 

DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE, ET DU MOUVEMENT 
DES CENTRES DE GRAVITE DES CORPS CELESTES. 



CHAPITRE PREMIER. 

DE LA LOI DE LA PESANTEUR UNIVERSELLE, TIREE DES PHENOMENES. 

1. Après avoir développé les lois du mouvement, nous allons, 
en partant de ces lois, et de celles des mouvements célestes, pré- 
sentées avec détail dans l'ouvrage intitulé, Exposition du système 
du monde, nous élever à la loi générale de ces mouvements. Celui 
de tous les phénomènes qui semble le plus propre à la faire dé- 
couvrir est le mouvement elliptique des planètes et des comètes 
autour du soleil; voyons ce qu'il donne sur cet objet. Pour cela, 
nommons x et y, les coordonnées rectangles d'une planète, dans 
le plan de son orbite, et fixons leur origine au centre du soleil; 
nommons, de plus, P et Q les forces dont cette planète est animée 
dans son mouvement relatif autour du soleil, parallèlement aux 
axes des x et des j, et supposons que ces forces tendent vers l'ori- 
gine des coordonnées; enfin, soit dt l'élément du temps que nous 
regarderons comme constant; on aura, par le chapitre ii du pre- 
mier livre, 



i 
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Si Von ajoute la première de ces équations, multipliée par — j, 
à la seconde multipliée par x, on aura 

Il est aisé de voir que xdy — ydx est le double de l'aire que le 
rayon vecteur de la planète décrit autour du soleil, dans l'ins- 
tant dt; cette aire est proportionnelle à l'élément du temps, sui- 
vant la première loi de Kepler, en sorte que Ton a 

xdy — ydx = cdt , 

c étant une constante : la différentielle du premier membre de 
cette équation est donc nulle ; ce qui donne 

X. Q — j.Pz=o. 

Il suit de là que les forces PetQ sont entre elles dans le rapport 
de a; à j, et qu'ainsi leur résultante passe par l'origine des coor- 
données, c'est-à-dire par le centre du soleil. D'ailleurs, la courbe 
décrite par la planète étant concave vers le soleil , il est visible 
que la force qui la fait décrire tend vers cet astre. 

La loi des aires proportionnelles aux temps employés à les 
décrire nous conduit donc à ce premier résultat remarquable, 
savoir, que la force qui sollicite les planètes et les comètes est 
dirigée vers le centre du soleil. 

2. Déterminons maintenant la loi suivant laquelle cette force 
agit à différentes distances de cet astre. Il est clair que les planètes 
et les comètes s'approchant et s'éloignant alternativement du so- 
leil à chaque révolution, la nature du mouvement elliptique doit 
nous conduire à cette loi. Reprenons dans cette vue les équations 
différentielles (i) et (2) du numéro précédent. Si l'on ajoute la 



^> 
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première multipliée par dx à la seconde multipliée par dy, on 
aura 

dx.ddx-h-dy.ddy ri i ^ , 

= jjr^ ^-hPdx^Qdy, 

et y en intégrant, 

la constante arbitraire étant indiquée par le signe intégral. En 
substituant, au lieu de dt, sa valeur — - — - — , donnée par la 
loi de la proportionnalité des aires aux temps, on aura 

Transformons, pour plus de simplicité, les coordonnées x et y, 
en rayon vecteur et en angle traversé, conformément aux usages 
astronomiques. Soit r le rayon mené du centre du soleil à celui 
de la planète , ou son rayon vecteur ; soit v l'angle qu'il forme 
avec Taxe des x; on aura 



X 



r. COS. r, j = r.sin.t;, r=\x*-hy\ 



d'où l'on tire 



dx* -h dy* = r'rfu' -h- dr* , xdy — ydx=r*dv. 

Si l'on désigne ensuite par (p la force principale qui anime la pla- 
nète, on aura, par le numéro précédent. 



ce qui donne 

Pdx-^Qdy=(pdr; 
on aura donc 

TOME I. 17 
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d'où Ton tire 



car 



dv= ^"' (3) 

r.y/ — c* — 2r*f^dr 

Cette équation donnera, au moyen des quadratures, la valeur 
de V en r, lorsque la force (p sera connue en fonction de r; mais si , 
cette force étant inconnue, la nature de la courbe qu elle fait dé- 
crire est donnée; alors, en différentiant l'expression précédente de 
2 f(p dr, on aura pour déterminer ^, Téquation 

j ( dr' 

a. { — r— , 

Les orbes des planètes sont des ellipses dont le centre du soleil 
occupe un des foyers; or si dans l'ellipse on nomme tzr l'angle que 
le grand axe fait avec l'axe des x; si, de plus, on fixe au foyer 
l'origine des x, et que l'on désigne par a le demi-grand axe, et 
par e le rapport de Texcentricité au demi-grand axe, on aura 

a.li — e*) 
1 -l~ e . COS. ( V — -cr) ' 

équation qui devient celle d'une parabole, lorsque e= i, et a est 
infini; et qui appartient à l'hyperbole, lorsque e surpasse l'unité, 
et a est négatif. Cette équation donne 

dr* 2 1 I 



r^dv* ar.[i — e*) r* a*.(i — e*)' 



et, par conséquent, 

c* 



a.(i — e')' r'' 



ainsi les orbites des planètes et des comètes étant des sections 
coniques, la force (p est réciproque au carré de la distance du 
centre de ces astres à celui du soleil. 
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On voit, de plus, que si la force ^ est réciproque au carré de 

la distance, ou exprimée par —, h étant un coefficient constant; 

Téquation précédente des sections coniques satisfera à l'équation 
différentielle (4) entre r et v, que donne l'expression de (^, lors- 

h c^ 

qu'on y change (p dans—. On a alors h= — -, -p. , ce qui forme 

une équation de condition entre les deux arbitraires a et e, de 
l'équation aux sections coniques : les trois arbitraires a, e et tar, 
de cette équation , se réduisent donc à deux seules arbitraires dis- 
tinctes; et comme l'équation différentielle entre r et i; n'est que 
du second ordre, l'équation finie aux sections coniques en est 
l'intégrale complète. 

Il suit de là que, si la courbe décrite est une section conique, 
la force est en raison inverse du carré des distances , et récipro- 
quement, que, si la force suit la raison inverse du carré des dis- 
tances, la courbe décrite est une section conique. 

3. L'intensité de la force ^, relativement à chaque planète et 

à chaque comète , dépend du coefficient — -. -: ; les lois de 

Kepler donnent encore le moyen de le déterminer. En effet, si 
l'on nomme T le temps de la révolution d'une planète , l'aire que 
son rayon vecteur décrit pendant ce temps étant la surface même 
de l'ellipse planétaire, elle sera tu .a\ y/i — e\ ir étant le rapport 
de la demi-circonférence au rayon ; mais l'aire décrite pendant 
finstant dt est, par ce qui précède, ^^^t! 1^ loi de la propor- 
tionnalité des aires aux temps donnera donc la proportion 



Y'CcltiTU a\ yi—e^: :dt: T; 
d'où l'on tire 

2 TT.aVV/ I — e* 

c 1 

Relativement aux planètes, la loi de Kepler suivant laquelle les 

17. 
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carrés des temps de leurs révolutions sont comme les cubes des 
grands axes de leurs ellipses, donne T*=k\a\ k étant le même 
pour toutes les planètes ; on a donc 



2 7r.\/a .(i — e*) 

C— j^ . 

2a.[i — e*) est le paramètre de l'orbite, et dans diverses orbites , 
les valeurs de c sont comme les aires tracées par les rayons vec- 
teurs en temps égal ; ces aires sont donc comme les racines car- 
rées des paramètres des orbites. 

Cette proportion a également lieu relativement aux orbites des 
comètes, comparées soit entre elles, soit aux orbites des planètes; 
cest un des points fondamentaux de leur théorie qui satisfait si 
exactement à tous leurs mouvements observés. Les grands axes de 
leurs orbites, et les temps de leurs révolutions étant inconnus, 
on calcule le mouvement de ces astres, dans une orbe parabo- 
lique, et en exprimant par D leur distance périhélie, on suppose 

c= -— r » c^ ^^î revient à faire e égal à Tunité, et a infini, 

dans l'expression précédente de c; on a donc encore, relativement 
aux comètes, T*=k\a\ en sorte que Ton peut déterminer les grands 
axes de leurs orbites, lorsque leurs révolutions sont connues. 
Maintenant, l'expression de c donne 



c* 4w 



on a donc 



a.(i — e') k* ' 



^ k^ >•• 



Le coefficient --j— étant le même pour toutes les planètes et les 

comètes, il en résulte que pour chacun de ces corps la force ^ 
est réciproque au carré des distances au centre du soleil, et qu'elle 
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ne varie d'un corps à l'autre qu'à raison de ces distances, d'où il 
suit qu'elle est la même pour tous ces corps supposés à égale 
distance du soleil. 

Nous voilà donc conduits, par les belles lois de Kepler, à regar- 
der le centre du soleil comme le foyer d'une force attractive qui 
s'étend à l'infini dans tous les sens, en décroissant en raison du 
carré des distances. La loi de la proportionnalité des aires décrites 
par les rayons vecteurs, aux temps employés à les décrire, nous 
montre que la force principale qui sollicite les planètes et les co- 
mètes est constamment dirigée vers le centre du soleil; l'ellipli- 
cité des orbes planétaires , et les mouvements à très-peu près para- 
boliques des comètes, prouvent que, pour chaque planète et pour 
chaque comète, cette force est réciproque au carré de la distance 
de ces astres au soleil ; enfin , de la loi de la proportionnalité des 
carrés des temps des révolutions, aux cubes des grands axes des 
orbites, ou de celle de la proportionnalité des aires décrites en 
temps égal par les rayons vecteurs, dans différentes orbites, aux 
racines carrées des paramètres de ces orbites, loi qui renferme la 
précédente et qui s'étend aux comètes; il résulte que cette force 
est la môme pour toutes les planètes et les comètes placées à égales 
distances du soleil, en sorte que, dans ce cas, ces corps se pré- 
cipiteraient vers lui avec la même vitesse. 

4. Si des planètes nous passons aux satellites, nous trouvons 
que les lois de Kepler étant à peu près observées dans leurs mou- 
vements autour de leurs planètes, ils doivent graviter vers les 
centres de ces planètes, en rayon inverse du carré de leurs dis- 
tances à ces centres ; ils doivent pareillement graviter à peu près 
comme leurs planètes vers le soleil, afin que leur mouvement re- 
latif autour des planètes soit le même, à peu près, que si ces pla- 
nètes étaient immobiles. Les satellites sont donc sollicités vers les 
planètes et vers le soleil, par les forces réciproques au carré des 
distances. L'ellipticité des orbites des trois premiers satellites de 
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Jupiter esl peu considérable ; mais Tellipticité du quatrième est 
très-sensible. Le grand éloignemcnt de Saturne a jusqu'ici empê- 
ché de reconnaître l'ellipticité des orbes de ses satellites, à l'excep*- 
tion du sixième, dont l'orbe paraît sensiblement elliptique. Mais 
la loi de la gravitation des satellites de Jupiter, de Saturne et d'Ura- 
nus, se fait principalement sentir dans le rapport de leurs moyens 
mouvements à leurs moyennes distances au centre de ces pla- 
nètes. Ce rapport consiste en ce que, pour chaque système de sa- 
tellites, les carrés des temps de leurs révolutions sont comme les 
cubes de leurs moyennes distances au centre de la planète. Con- 
cevons donc qu'un satellite décrive une orbite circulaire d'un 
rayon égal à sa moyenne distance au centre de la planète prin- 
cipale; soit a cette distance, Tle nombre de secondes que renferme 
la durée de sa révolution sidérale; ir exprimant le rapport de la 

demi-circonférence au rayon, -;=- sera le petit arc que décrit le 

satellite, pendant une seconde. S'il cessait d'être retenu dans son 
orbite par la force attractive de la planète, il s'éloignerait de son 
centre, par la tangente, d'une quantité égale au sinus verse de 

l'arc -yr , c'est-à-dire de la quantité -7^77- ; cette force attractive le 

fait donc descendre de cette quantité vers la planète. Relative- 
ment à un autre satellite dont a est la moyenne distance au centre 
de la planète, et T la durée de sa révolution, réduite en secondes, 

la chute dans une seconde serait ^/^ ; or si l'on nomme ^ et ^' 

les forces attractives de la planète aux distances a et a, il est 
clair qu'elles sont comme les quantités dont elles font descendre 
les deux satellites pendant une seconde ; on a donc 

La loi des carrés des temps des révolutions, proportionnels aux 
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cubes des moyennes distances des satellites au centre de leur pla- 
nète , donne 

r*: T"*::a':a'; 
de ces deux proportions il est facile de conclure 

ainsi les forces (p et (^' sont réciproques aux carrés des distances 
a et a. 

5. La terre n ayant qu'un satellite, l'ellipticité de l'orbe lunaire 
est le seul phénomène céleste qui puisse nous faire connaître la 
loi de sa force attractive ; mais le mouvement elliptique de la lune 
est très-sensiblement troublé par les forces perturbatrices, et cela 
peut laisser quelques doutes sur la loi de la diminution de la force 
attractive de la terre, en raison du carré des distances à son 
centre. A la vérité, l'analogie qui existe entre cette force et les 
forces attractives du Soleil, de Jupiter, de Saturne et d'Uranus, 
nous porte à croire qu'elle suit la même loi de diminution; mais 
les expériences terrestres sur la pesanteur offrent un moyen di- 
rect de constater cette loi. 

Pour cela, nous allons déterminer la parallaxe lunaire, d'après 
les expériences sur la longueur du pendule à secondes, et la com- 
parer aux observations célestes. Sur le parallèle dont le carré du 
sinus de la latitude est y, l'espace que la pesanteur fait décrire 
dans une seconde est, d'après les observations de la longueur du 
pendule, égal à 3"*'"*,65548, comme on le verra dans le troisième 
livre : nous choisissons ce parallèle, parce que l'attraction de la 
terre sur les points correspondants de sa surface est à très-peu 
près, comme à la distance de la lune, égale à la masse de la terre, 
divisée par le carré de sa distance à son centre de gravité. Sur ce 
parallèle, la pesanteur est plus petite que l'attraction de la terre. 
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des deux tiers de la force centrifuge due au mouvement de rota- 
tion à Téquateur ; cette force est ytt ^^ ^^ pesanteur : il faut donc 
augmenter Tespace précédent, de sa 432® partie, pour avoir l'es- 
pace entier dû à Faction de la terre, qui sur ce parallèle est égale 
à sa masse divisée par le carré du rayon terrestre : on aura ainsi 
S^'jôôSgA pour cet espace. A la distance de la lune, il doit être 
diminué dans le rapport du carré du rayon du sphéroïde ter- 
restre, au carré de la distance de cet astre, et il est visible quil 
suffît pour cela de le multiplier par le carré du sinus de la paral- 
laxe lunaire. En désignant donc par x ce sinus sous le parallèle 
que nous considérons, on aura a?*. 3",66394, pour la hauteur 
dont la lune doit tomber dans une seconde, par Tattraction de la 
terre. Mais nous verrons dans la théorie de la lune , que Faction 
du soleil diminue sa pesanteur vers la terre, d'une quantité dont 
la partie constante est ytt ^^ ^^^^^ pesanteur; de plus, la lune, 
dans son mouvement relatif autour de la terre, est sollicitée par 
une force égale à la somme des masses de la terre et de la lune, 
divisée par le carré de leur distance mutuelle; il faut donc dimi- 
nuer l'espace précédent de -5^, et Faugmenter dans le rapport 
de la somme des masses de la terre et de la lune à la masse de la 
terre; or on verra, dans le quatrième livre, que les phénomènes 
du flux et du reflux de la mer donnent la masse de la lune égale 

de celle de la terre; on a donc ôtI-t^^- a;*. 3"',66394, 



58,7 ' 358 • 58,7 

pour Fespace dont la lune descend vers la terre dans Fintervalle 
d'une seconde. 

Maintenant, si Fon nomme a le rayon moyen de Forbe lunaire, 
et T la durée de la révolution sidérale de la lune, exprimée en 

secondes; -^p sera, comme on Fa vu, le sinus verse de Farc 

qu'elle décrit pendant une seconde, et il exprime la quantité dont 
la lune descend vers la terre dans cet intervalle. La valeur de a 
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est égale au rayon terrestre sous le parallèle que nous considé- 
rons, divisé par le sinus x; ce rayon est égal à 6369514""; on a 
donc 

68695 14' 



a 

X 



mais pour avoir une valeur de a indépendante des inégalités du 
mouvement de la lune, il faut prendre pour la parallaxe moyenne 
dont le sinus est x, la partie de cette parallaxe qui est indépen- 
dante de ces inégalités, et que Ton nomme pour cela constante de 
la parallaxe. Ainsi, en prenant pour tt le rapport de 355 à ii3, 
et en observant que 7=2732 166", Tespace moyen dont la lune 
descend vers la terre sera 



2. (355)'. 6369514" 
(1 i3)*.x. (2782 166)* ' 

En égalant les deux expressions que nous venons de trouver pour 
cet espace, on aura 

2.(355)«.358.58,7.63695i4 



X' 



(ii3)«. 357. 59,7. 3,66894. (2732 166)«' 



d*où Ton tire io536",2, pour la constante de la parallaxe lunaire 
sous le parallèle dont il s'agit : cette valeur est très-peu différente 
de la constante 10540^,7 que Triesnecker a conclue par la com- 
paraison d'un grand nombre d'observations d'éclipsés et d'occul- 
tations d'étoiles par ]a lune. Il est donc certain que la force prin- 
cipale qui retient la lune dans son orbite est la gravité terrestre 
affaiblie en raison du carré de la distance; ainsi la loi de dimi- 
nution de la pesanteur, qui, pour les planètes accompagnées de 
plusieurs satellites, est prouvée par la comparaison des temps 
de leurs révolutions et de leurs distances, est démontrée pour la 
lune par la comparaison de son mouvement avec celui des projec- 
tiles à la surface de la terre. Il en résulte que c'est au centre de 

TOME I. 18 
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gravité des corps célestes que Ton doit fibi:er rorigine des distances, 
dans le calcul de leurs forces attractives sur les corps placés à 
leur surface ou au delà; puisque cela est prouvé pour la terre, 
dont la force attractive est, comme on vient de le voir, de la 
même nature que celle de tous les corps célestes. 

6. Le soleil et les planètes qui ont des satellites sont par con- 
séquent doués d*une force attractive qui, en décroissant à Tinfini 
réciproquement au carré des distances, embrasse dans sa sphère 
d'activité tous les corps. L'analogie nous porte à penser qu'une 
pareille force réside généralement dans toutes les planètes et dans 
les comètes; mais on peut s'en assurer directement de cette 
manière. C'est une loi constante de la nature qu'un corps ne 
peut agir sur un autre sans en éprouver une réaction égale et 
contraire; ainsi les planètes et les comètes étant attirées vers le 
soleil, elles doivent attirer cet astre suivant la même loi. Les satel- 
lites attirent, par la même raison, leurs planètes; cette propriété 
attractive est donc commune aux planètes, aux comètes et aux 
satellites , et par conséquent on peut regarder la gravitation des 
corps célestes, les uns vers les autres, comme une propriété gé- 
nérale de cet univers. 

Nous venons de voir qu elle suit la raison inverse du carré des 
distances : à la vérité, cette raison est donnée par les lois du 
mouvement elliptique, auxquelles les mouvements célestes ne 
sont pas rigoureusement assujettis; mais on doit considérer que 
les lois les plus simples devant toujours être préférées, jusqu'à ce 
que les observations nous forcent de les abandonner, il est natu- 
rel de supposer d'abord que la loi de la gravitation est réciproque 
à une puissance de la distancé, et l'on trouve, par le calcul, que 
la plus légère différence entre cette puissance et le carré devien- 
drait extrêmement sensible dans la position des périhélies des 
orbes planétaires, dans lesquels l'observation n'a fait apercevoir 
que des mouvements presque insensibles dont nous développerons 
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iâ cause. En général , on verra dans le cours de cet otuvrage que 
la loi de la gravitation réciproque au carré des distances repré- 
sente avec une extrême précision toutes les inégalités observées 
des mouvements célestes : cet accord , joint à la simplicité de cette 
loi, nous autorise à penser qu elle est rigoureusement celle de la 
nature. 

La gravitation est proportionnelle aux masses, car il résulte 
du n® 3 que les planètes et les comètes étant supposées à la 
même distance du soleil, et abandonnées à leur gravité vers cet 
astre, elles tomberaient, en temps égal, d*une égale hauteur, en 
sorte que leur pesanteur serait proportionnelle à leur masse. Les 
mouvements presque circulaires des satellites autour de leurs 
planètes nous prouvent qu'ils pèsent comme ces planètes, vers le 
soleil, en raison de leur masse; la plus légère différence à cet 
égard serait sensible dans le mouvement des satellites, et les ob- 
servations n'ont fait découvrir aucune inégalité dépendante de 
cette cause. On voit donc que les comètes, les planètes, et leurs 
satellites, placés à la même distance du soleil, pèseraient vers cet 
. astre en raison de leurs masses; d'où il suit, en vertu de l'égalité 
de Faction à la réaction , qu'ils attireraient dans la même raison 
le soleil, et qu'ainsi leur action sur cet astre est proportionnelle 
à leurs masses divisées par le carré de leurs distances à son centre. 

La même loi s'observe sur la terre : on s'est assuré par des ex- 
périences très-précises faites au moyen du pendule, que sans la 
résistance de Tair tous les corps se précipiteraient vers son centre 
avec une égale vitesse; les corps terrestres pèsent donc sur la 
terre en raison de leurs masses, ainsi que les planètes pèsent 
"vers le soleil , et les satellites vers leurs planètes. Cette confor- 
mité de la nature avec elle-même, sur la terre et dans l'immensité 
des cieux, nous montre de la manière la plus frappante que la 
pesanteur observée ici-bas n'est qu'un cas particulier d'une loi 
générale répandue dans l'univers. 

18. 
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La propriété attractive dés corps célestes ne leur appartient pas 
seulement en masse, mais elle est propre à chacune de leurs mo- 
lécules. Si le soleil n'agissait que sur le centre de la terre, sans 
attirer particulièrement chacune de ses parties, il en résulterait 
dans rOcéan des oscillations incomparablement plus grandes et 
très-différentes de celles que Ton y observe; la pesanteur de la 
terre vers le soleil est donc le résultat des pesanteurs de toutes 
ses molécules, qui par conséquent attirent le soleil en raison de 
leurs masses respectives. D'ailleurs, chaque corps sur la terre 
pèse vers son centre, proportionnellement à sa masse; il réagit 
donc sur elle, et l'attire suivant le même rapport. Si cela n'était 
pas, et si une partie quelconque de la terre, quelque petite qu'on 
la suppose, n'attirait pas l'autre partie comme elle en est attirée, 
le centre de gravité de la terre serait mû dans l'espace en vertu 
de la pesanteur, ce qui est impossible. 

Les phénomènes célestes, comparés aux lois du mouvement, 
nous conduisent donc à ce grand principe de la nature, savoir 
que toutes les molécules de la matière s'attirent mutuellement en 
raison des masses, et réciproquement au carré des distances. Déjà 
l'on entrevoit dans cette gravitation universelle la cause des per- 
turbations que les corps célestes éprouvent ; car les planètes et 
les comètes étant soumises à leur action réciproque, elles doivent 
s'écarter un peu des lois du mouvement elliptique, qu elles sui- 
vraient exactement si elles n'obéissaient qu'à l'action du soleil. 
Les satellites, troublés dans leurs mouvements autour de leurs 
planètes, par leur attraction mutuelle et par celle du soleil, s'é- 
cartent pareillement de ces lois. On voit encore que les molécules 
de chaque corps céleste, réunies par leur attraction, doivent for- 
mer une masse à peu près sphérique , et que la résultante de leur 
action à la surface du corps doit y produire tous les phénomènes 
de la pesanteur. On voit pareillement que le mouvement de rota- 
tion des corps célestes doit altérer un peu la sphéricité de leur 
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figure, et Taplalir aux pôles, et qu alors la résultante de leurs 
actions mutuelles ne passant point exactement par leurs centres 
de gravité, elle doit produire dans leurs axes de rotation , des 
mouvements semblables à ceux que Tobservation y fait aperce- 
voir. Enfin, on entrevoit que les molécules de l'Océan, inégale- 
ment attirées par le soleil et la lune, doivent avoir un mouvement 
d'oscillation pareil au flux et au reflux de la mer. Mais le déve- 
loppement de ces divers efiets de la pesanteur universelle exige 
une profonde analyse. Pour les embrasser avec la plus grande 
généralité, nous allons donner les équations difi^érentielles du 
mouvement d'un système de corps soumis à leur attraction mu- 
tuelle, et rechercher les intégrales rigoureuses que l'on peut en 
obtenir. Nous profiterons ensuite des facilités que les rapports des 
masses et des distances des corps célestes nous présentent, pour 
avoir des intégrales de plus en plus approchées, et pour déter- 
miner ainsi les phénomènes célestes , avec toute l'exactitude que 
les observations comportent. 
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CHAPITRE IL 

DES EQUATIONS DIFFÉRENTIELLES DU MOUVEBfENT D^UN SYSTÈME DE CORPS 

SOUMIS k LEUR ATTRACTION BiUTUELLE. 



7. Soient m, m, m", etc. les masses des différents corps du 
système, considérés comme autant de points; soient x, y, z, les 
coordonnées rectangles du corps m; x, y, z, celles du corps m, 
et ainsi du reste. La distance de m! k m, étant 

\/{oo—xY-h (y— 7)'-4- {z—z)\ 

son action sur m sera, par la loi de la pesanteur universelle, 

égale à 

m' 



Si l'on décompose cette action, parallèlement aux axes des x, 
des y et des z, la force parallèle à Taxe des x, et dirigée en sens 
contraire de leur origine, sera 

m . (x — x) 

\io^'—^y-h{y—yy-i-{z—zYy 

ou 

m . m 



! d . 



1 ( v/(x'— x)«-4-(/— y)'-h(z — z)* 



m 



dx 



On aura pareillement 



, m. m" 
d 



_i^ \/{x'—xy-^(y''—yY-h{z"—zY 

'^^ dx 



PREMIERE PARTIE, LIVRE DEUXIEME. 143 

pour Taction de m sur m, décomposée parallèlement à Taxe des Xy 
et ainsi du reste. Soit donc, 



m. m m. m 



W-^Y+{y'-yy+W-^)' \/{x-xY+ (7 -y )*+ (2- ^ )' 



m ,m 

h etc. 



\/[x-xJ+(y''^yy+[z''--^zy 



X étant ainsi la somme des produits deux à deux, des masses 

m, m', m, etc. divisés par leurs distances respectives; — •(^) 

exprimera la somme des actions des corps m', m", etc. sur m, dé- 
composées parallèlement à Taxe des x, en sens contraire de l'o- 
rigine des coordonnées. En désignant donc par dt l'élément du 
temps supposé constant, on aura, par les principes de dyna- 
mique exposés dans le livre précédent, 

ddx (d'kX 
On aura pareillement 

ddy (d-K\ 
ddz (dy\ 

Si l'on considère de la même manière l'action des corps m, m, etc. 
sur m'; celle des corps m, m', etc. sur m, et ainsi du reste; on 
aura les équations 

, ddx' (d-k\ , ddy (d-x\ , ddz' (d-x\ 

, ddx" (d\\ , ddy" (d\\ „ ddz!' (d>\ 

etc. 

La détermination des mouvements de m, m', m\ elc. dépend de 
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Tintégration de ces équations différentielles; mais il n a été pos- 
sible jusqu'ici de les intégrer complètement que dans le seul cas 
où le système n'est composé que de deux corps. Dans les autres 
cas on n'a pu obtenir qu'un petit nombre d'intégrales rigoureuses, 
que nous allons développer. 

8. Pour cela, considérons d'abord les équations différentielles 
en Xy X y X y etc. : en les ajoutant ensemble, et en observant que 
par la nature de la fonction X on a 

[à\\ (à\\ là\\ 

on aura o=^S.m. -j— . On aura pareillement o=S.m. -777, 
o = S . m . -j—. Soient Xy Y, Z, les trois coordonnées du centre 
de gravité du système; on aura, par la propriété de ce centre, 

^ — ""^ç — ;^ ' ■'^^^^"■^v — ;r~ » ^^^~"^ — t^''' 



on aura donc 



ddX ddY ddZ 



0= ,.. . o 



dr ' ^^ dr ' ^~ dr ' 



d'où l'on tire, en intégrant, 

X=a^bty Y=a-^b'ty Z=^a!^Vt; 

a y h y à y \) y CL y \)' y éXzxiX. dcs constantes arbitraires. On voit par là 
que le mouvement du centre de gravité du système est rectiligne 
et uniforme, et qu ainsi il n'est point altéré par l'action réci- 
proque des corps du système; ce qui est conforme à ce que nous 
avons vu dans le chapitre v du livre premier. 

Reprenons les équations différentielles du mouvement de ces 
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corps. Si Ton multiplie les équations différentielles en j, y, y\ etc. 
respectivement para:, Xy Xy etc. et quon les ajoute aux équations 
différentielles en x, x, x\ etc. multipliées respectivement par 
— y y — y, — y, etc. on aura 



G =m 



(xddy — yddx\ , (x^ddy' — y'ddx\ 



x.l-r-] — X . ( -7-7 1 — etc. 



(^\ _^' (É^\ 
mais la nature de la fonction X donne 

— (I) — '• (^) - ««^- 

on aura donc, en intégrant l'équation précédente, 



(xdy — ydx\ 
dt y 



On trouvera semblablement 



C=2à 



(xdz — zdx\ 
àt )' 



c, c, c'y etc. étant des constantes arbitraires. Ces trois intégrales 
renferment le principe des aires, que nous avons exposé dans le 
chapitre v du premier livre. 

Enfin, si Ton multiplie les équations différentielles en Xy x\ 
X , etc. respectivement par àxy dxy dx y etc. celles en j, y, etc. 

TOME 1. 19 
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respectivement par (fy, dy\ etc, celles en z, z, etc. respectivement 
par àzy dz, etc. et quon les ajoute ensemble, on aura 

\dx.ddx-}-dy.ddy^dz.ddz \ 

o = 2i .m. rr: — aA, 

dt* 

et, en intégrant, 

1 ^ {dx'-^dy'-+'dz'\ ^ 

^ = ^'^-i df^ j-'^' 

A étant une nouvelle arbitraire. Cette intégrale renferme le prin- 
cipe de la conservation des forces vives, exposé dans le chapitre v 
du premier livre. 

Les sept intégrales précédentes sont les seules intégrales ri- 
goureuses que Ton a pu obtenir jusque présent : dans le cas où 
le système n'est composé que de deux corps, elles réduisent la 
détermination de leurs mouvements, à des équations différen- 
tielles du premier ordre, que Ton peut intégrer, comme on le 
verra dans la suite; mais lorsque le système est formé de trois 
ou d'un plus grand nombre de corps, il faut nécessairement 
recourir aux méthodes d'approximation. 

9. Comme on ne peut observer que des mouvements relatifs, 
on rapporte les mouvements des planètes et des comètes, au centre 
du soleil , et les mouvements des satellites , au centre de leurs pla- 
nètes. Ainsi, pour comparer la théorie aux observations, il faut 
déterminer le mouvement relatif d'un système de corps autour 
d'un corps considéré comme le centre de leurs mouvements. 

Soit M ce dernier corps, m, m, rn, etc. étant les autres corps 
dont on cherche le mouvement relatif autour de M; soient ^, 
n et y, les coordonnées rectangles de M; ^-t-x, Il-f-j, y-f-z, 
celles de m; ?-+-x', lï-f-j, y-hz, celles de m', etc. il est visible 
que XyjyZy seront les coordonnées de m, par rapport à M; que 
ex! , y, Zy seront celles de m', par rapport au même corps^ et ainsi 
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du reste. Nommons r, r, etc. les distances de m, m, etc. au coi^ 
M; en sorte que 



r = v/x*-H/-t- z' , r= \/a?'*-t-y*-f-zN etc. 



et supposons 



m. m m, m'' 



\/{x'-xy+{y'-yy+{z'-zY v/(x'-x)«+(7'-7)'+(z'-0)' 



m . m 



M {x^-xy+iy^-yy+iz^-^zy 



etc. 



Gela posé, Faction de m sur M, décomposée parallèlement à Taxe 



mx 



des X, et en sens contraire de leur origine, sera — —; celle de m 



m â; 



sur M, décomposée suivant la même direction , sera —r^ , et ainsi 

du reste. On aura donc , pour déterminer ^ , Téquation différen- 
tieUe 



ddl ^ mx 



on aura pareillement 



ddy ^ m 2 



L'action de M sur m, décomposée parallèlement à Taxe des x, 

et dirigée en sens contraire de leur origine, sera p, et la 

somme des actions des corps m, m\ etc. sur m , décomposées sui- 
vant la même direction, sera — . (^J; on aura donc 



dd.U-^x] Mx 
o = — ^ ' • 



m \dx) ' 



dr 

ig. 
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en substituant au lieu de -ttt , sa valeur S . — r- , on aura 

dt* r' 



ddx Mx -, mx 

2i • 



dp r' ' r' 

on aura pareillement 



i{è)' (') 



-Hé-' (^> 



0=-TTT- H r- -f-S. 



Si Ion change successivement dans les équations (i), (2), (3), les 
quantités m, x,y,z, dans celles-ci, m, x,y, z; rn, x\ y", z; etc. et 
réciproquement, on aura les équations du mouvement des corps 
m', m^ etc. autour de M. 

Si Ton multiplie l'équation dîfTérentielle en Ci par M-f-2.m, 
celle en a?, par m, celle en oiy par m', et ainsi du reste; en les 
ajoutant ensemble, et en observant que par la nature de la fonc- 
tion X on a 

on aura 

o = (M-4-S.m). j^ -f-S .m. ^^, 
d'où Ton tire en intégrant 



M-t-2.m' 



a et 6 étant deux constantes arbitraires. On aura pareillement 

M-h2 . m 
n , iH. ^ . mz 



M-H 2 . m ' 



a, h\ a, b\ étant des constantes arbitraires : on aura ainsi le 
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mouvement absolu de Af dans l'espace , lorsque les mouvements 
relatifs de m, m, etc. autour de lui, seront connus. 
Si l'on multiplie l'équation difiFérentielle en x, par 

2 . my 

et l'équation difiFérentielle en y, par 

2 . mx 



mx — 7W. 



M-|-2.m' 



si l'on multiplie pareillement l'équation difiFérentielle en x, par 
et l'équation difiFérentielle en y, par 



f f , 2 . mx 
mx — m . 



M-h2.m' 

et ainsi du reste; si l'on ajoute ensuite toutes ces équations, en 
observant que la nature de la fonction X donne 



•^•(37)-''-^-(s)' 



on aura 



«^ [xddy — Yàdx\ £.ma; «^ ddy Yt.my —, ddx 

do M-h^.m dl* 3/+£.m </(• ' 

équation dont l'intégrale est 

const.—z.m. j-^ ———,2.. m. j^ -h M+ï.m ' ^ ' '" ' JT' 

ou 
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c étant une constante arbitraire. On parviendra de la même ma- 
nière aux deux intégrales suivantes : 

c''=M.^.m. (2:^1^+2. mm', j Cr'-^) • C^^'-'^^M^'-) • (<^/-.^^) j ^ (6) 

C , c étant deux nouvelles arbitraires. 

Si Ton multiplie l'équation difTérentielle en x par 

j 2 . m dx 

2 max — 2 m. 

l'équation difiFérentielle en y par 

2mrfj' — am. 

l'équation différentielle en z par 

2mdz — ^Tn. j., , ^ — , 

Af-+-2 .m 

si l'on multiplie pareillement l'équation différentielle en x par 

/ j / / 2 . m dx 

2 m aa? — 2 m . 

l'équation différentielle en y par 

2 m'c/y — 2 m'. 

l'équation différentielle en z par 

et ainsi du reste; si Ton ajoute ensuite ces diverses équations, 
en observant que 

o-Hè)' °==-(l)- -Hè)' 



M-l-2.m' 


^ ,mdy 


i»/-f-2.m' 


"Sl .mdz 

• 



M-4- 2 . m ' 


2 .mdy 


M-H2 .m' 


2 .mdz 
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on aura 

= 2. 2. m. i ^ !_____. 2. -gp- 

3 . S . m (2jr ^ m . ddy a.'L.mdz ^ m,ddz , « J|/f ^ w^c^r i^ 

ce qui donne, en intégrant, 

constante = 2 . m. iifl^^JÎll) _ (x.m.x).-H^.;<^r)'H-(. ....)' 

— 2M.2.-— ax, 

r 
OU 

h=M. 2 .m. ^-^-"g-"-^-') +2 .mm-. [ (<^^-^YMdy-dyYMd^'-dzy 

— I 2 M. 2 . -^-f- QX j . (M-f- 2 m); (7) 

h étant une constante arbitraire. Nous sommes déjà parvenus à 
ces diverses intégrales, dans le chapitre v du premier livre, re- 
lativement à un système de corps qui réagissent les uns sur les 
autres d'une manière quelconque; mais, vu leur utilité dans la 
théorie du système du monde, nous avons cru devoir les démon- 
trer ici de nouveau. 

10. Ces intégrales étant les seules que l'on ait obtenues dans 
l'état actuel de l'analyse, on est forcé de recourir aux métho- 
des d'approximation , et de profiter des facilités qu'offre pour cet 
objet la constitution du système du monde. Une des principales 
tient à ce que le système solaire est partagé en systèmes partiels, 
formés par les planètes et par leurs satellites : ces systèmes sont 
tels, que les distances des satellites à leur planète sont considé- 
rablement plus petites que la distance de la planète au soleil : il 
en résulte que l'action du soleil étant à peu près la même sur la 
planète et sur ses satellites, ceux-ci se meuvent, à peu près, 
comme s'ils n'obéissaient qu'à l'action de la planète. Il en résulte 
encore cette propriété remarquable, savoir, que le mouvement du 
centre de gravité d'une planète et de ses satellites est, à fort peu 
près , le même que si tous ces corps étaient réunis à ce centre. 
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Pour le démontrer, supposons que les distances mutuelles des 
corps m, m', m", etc. soient très-petites par rapport à la distance 
de leur centre commun de gravité, au corps M. Soit, 

x-=X-^x^, y=Y-^y^, z^^Z'+'Z^, 
x=z X-^-x'^y y= Y -H j/ , z = Z -H z ', 
etc. 

Xy Y, Z, étant les coordonnées du centre de gravité du système 
des corps m, m, rn, etc. l'origine de ces coordonnées étant, ainsi 
que celles des coordonnées x,y, z, x, y, z, etc. au centre de M. 
Il est clair que rc^, j^, z , x', etc. seront les coordonnées de m, m, etc. 
relativement à leur centre commun de gravité ; nous les suppo- 
serons très-petites du premier ordre par rapport à X, Y, Z. Cela 
posé , on aura , comme on l'a vu dans le premier livre , la force 
qui sollicite le centre de gravité du système, parallèlement à une 
droite quelconque, en prenant la somme des forces qui animent 
les corps, parallèlement à cette droite, multipliées respective- 
ment par leurs masses, et, en divisant cette somme, parla somme 
des masses. On a vu de plus, dans le même livre, que l'action 
mutuelle des corps liés entre eux d'une manière quelconque, 
n'altère point le mouvement du centre de gravité du système; et, 
par le n** 8, l'attraction mutuelle des corps n'influe point sur ce 
mouvement; il suffit donc, dans la recherche des forces qui ani- 
ment le centre de gravité du système, d'avoir égard à Faction 
du corps M, étranger à ce système. 

L'action de M sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x, 

et en sens contraire de leur origine, est ^; la force entière 

qui sollicite parallèlement à cette droite le centre de gravité du 
système des corps m, m, etc. est donc 

r* 
2. m 
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En substituant au lieu de x et de r leurs valeurs, on a 



X A -\-' X^ 

71 



l{X-r-x^Y^{Y^yy-^{Z-^z^y\^ 

Si Ton néglige les quantités très-petites du second ordre, c est-à- 
dire, les carrés et les produits des variables œ^, j^, z , etc. que 

Ton désigne par R, la distance \/A'-f- Y*-+-Z% du centre de 
gravité du système, au corps M; on aura 

X X x 3 X. j Xx^-h Yy^'+-Z z^\ 

y'~Tv'^TÙ~ R' 

En marquant successivement d'un trait, de deux traits, etc. dans 
le second membre de cette équation, les lettres o:^, y , 2: , on aura 

les valeurs de -77, -777, etc. mais on a, par la nature du centre de 

gravité, 

ozzzrS.ma?, o = S.mj^, o = S.mz; 

on aura donc, aux quantités près du second ordre, 

r' M. A 



2. m R' 

ainsi le centre de gravité du système est à très-peu près sollicité 
parallèlemeût à l'axe des x, par l'action du corps M, comme si 
tous les corps du système étaient réunis au centre. Le même ré- 
sultat a évidemment lieu relativement aux axes des y et des z; 
en sorte que les forces dont le centre de gravité du système est 

animé parallèlement à ces axes , par l'action de M, sont ^^ 

et — 



R' • 

Lorsque l'on considère le mouvement relatif du centre de gra- 
vité du système autour de M, il faut lui transporter en sens 

TOME I. 20 
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contraire la force qui sollicite ce corps. Cette force résultante de 
l'action de m, m', tii , etc. sur Af, et décomposée parallèlement 

aux Xy en sens contraire de leur origine, est S . — p; si Ton né- 
glige les quantités du second ordre, cette fonction est, par ce 
qui précède, égale à 

Pareillement, les forces dont M est animé par l'action du sys- 
tème, parallèlement aux axes des j et des z, en sens contraire de 
leur origine , sont 

On voit ainsi que l'action du système sur le corps M est à très- 
peu près la même que si tous les corps de ce système étaient 
réunis à leur centre commun de gravité. En transportant à ce 
centre, et avec un signe contraire, les trois forces précédentes, 
ce point sera sollicité parallèlement aux axes des Xj des y et des z, 
dans son mouvement relatif autour de M, par les trois forces 
suivantes : 

Ces forces sont les mêmes que si tous les corps m, ràj m\ etc. 
étaient réunis à leur centre commun de gravité; ce centre se meut 
donc, aux quantités près du second ordre, comme si tous ces 
corps y étaient réunis. 

Il suit de là que si l'on a plusieurs systèmes dont les centres 
de gravité soient fort éloignés les uns des autres, relativement 
aux distances respectives des corps de chaque système, ces centres 
seront mus à fort peu près comme si les corps de chaque sys- 
tème y étaient réunis; car l'action du premier système sur chaque 
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corps du second système est, par ce qui vient d'être dit, la même 
à très-peu près que si les corps du premier système étaient réu- 
nis à leur centre commun de gravité; Faction du premier système 
sur le centre de gravité du second sera donc, par ce qui précède, 
la même que dans cette hypothèse ; d'où Ton peut généralement 
conclure que Faction réciproque des différents systèmes, sur 
leurs centres de gravité respectifs, est la même que si les corps 
de chaque système y étaient réunis, et qu'ainsi ces centres se 
meuvent comme dans le cas de cette réunion. Il est visible que 
ce résultat a également lieu, les corps de chaque système étant 
libres, ou liés entre eux d'une manière quelconque, parce que 
leur action mutuelle n'influe point sur le mouvement de leur 
centre commun de gravité. 

Le système d'une planète agit donc à très -peu près sur les 
autres corps du système solaire comme si la planète et ses satel- 
lites étaient réunis à leur centre commun de gravité; et ce centre 
est attiré par les différents corps du système solaire, comme 
dans cette hypothèse. 

Chaque corps céleste étant la réunion d'une infinité de molé- 
cules douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très- 
petites relativement à sa distance aux autres corps du système du 
monde, son centre de gravité est à très-peu près attiré comme 
si toute sa masse y était réunie; et il agit lui-même sur ces diffé- 
rents corps comme dans cette supposition; on peut donc, dans 
la recherche du mouvement des centres de gravité des corps cé- 
lestes, considérer ces différents corps comme autant de points 
massifs placés à leurs centres de gravité. Mais la sphéricité des 
planètes et de leurs satellites rend cette supposition , déjà fort ap- 
prochée, beaucoup plus exacte encore. En efl'et, ces divers corps 
peuvent être considérés comme étant formés de couches à très- 
peu près spbériques, d'une densité variable, suivant une loi 
quelconque; et nous allons faire voir que l'action d'une couche 



20. 
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spliériqiie, sur un corps qui lui est extérieur, est la même que 
si sa masse était réunie à son centre. Pour cela, nous allons éta- 
blir, sur les attractions des sphéroïdes, quelques propositions 
générales qui nous seront très-utiles dans la suite. 

11. Soient x,y, z, les trois coordonnées du point attiré que 
nous désignerons par m; soit àM une molécule du sphéroïde, 
et a:', j, z, les coordonnées de cette molécule; si Ton nomme p 
sa densité, p étant une fonction de Xj y\ z\ indépendante de 
^* J> ^y on aura 

dM= p . dx . dy . dz. 

L'action àe dM sur m, décomposée parallèlement à l'axe des x, 
et dirigée vers leur origine, sera 

p. dx. dy . dz'. [x — x') 



\[^—^'YMy—yy-^[^—^yV 

et par conséquent elle sera égale à 



, p . dx. dy' . dz' 



dx 



en nommant donc F, l'intégrale 




p .dx .dy' .dz' 



\[^—^'Y-^{y—yyM^—^'Y 



étendue à la masse entière du sphéroïde, on aura — ("7~") » pour 

l'action totale du sphéroïde sur le point m, décomposée parallè- 
lement à l'axe des Xy et dirigée vers leur origine. 

V est la somme des molécules du sphéroïde, divisées par leurs 
distances respectives au point attiré ; pour avoir l'attraction du 
sphéroïde sur ce point, parallèlement à une droite quelconque. 
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il faut donc considérer F comme fonction de trois coordonnées 
rectangles, dont Tune soit parallèle à cette droite, et différentier 
cette fonction relativement à cette coordonnée; le coefficient de 
cette différentielle, pris avec un signe contraire, sera l'expression 
de l'attraction du sphéroïde, parallèlement à la droite donnée, et 
dirigée vers l'origine de la coordonnée qui lui est parallèle. 
Si l'on représente par S la fonction 

on aura 

V=fQ . p . dx. ày . dz. 

L'intégration n'étant relative qu'aux variables x\ y\ z , il est clair 
que Ton aura 



mais on a 



ldU\ /ddç\ /dd€\ 
''=[d^)-^[dr)^[dï^)'^ 



on aura donc pareillement 



{ddV\ /ddV\ (ddV\ ,,. 



cette équation remarquable nous sera de la plus grande utilité 
dans la théorie de la figure des corps célestes. On peut lui don- 
ner d'autres formes plus commodes dans diverses circonstances; 
concevons, par exemple, que de l'origine des coordonnées on 
mène au point attiré un rayon que nous nommerons r; soit d 
l'angle que ce rayon fait avec l'axe des x, ei^ l'angle que le plan 
formé par j- et par cet axe fait avec le plan des x et des j; on aura 

x=^r. cos.6, j=:r. sin. 9. COS. «, z=r.s\n.d. sin. «; 
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d'où l'on tire 

on pourra ainsi avoir les difiPérences partielles de r, ô et «, relati- 
vement aux variables ^, j, 2;; et Ton en conclura les valeurs de 

(-T-7J, (-7-7-)» ("Tt)» ^^ diflérences partielles de F, relatives 

aux variables r, 9 et «. Comme nous ferons souvent usage de ces 
transformations des différences partielles , il est utile d'en rap- 
peler ici le principe. En considérant V comme fonction des va- 
riables Xjy, Zy et ensuite des variables r, 9 et «, on a 

\dx)~ \dr) ' \dx) "^ [de) ' \dx) "^ \diff) • \dx)' 

Pour avoir les différences partielles (-7-) » (7") » (t") » ^^ '^^ ^^"* 

faire varier que œ, dans les expressions précédentes de r, cos. 0, 
et tang. «; en différentiant donc ces expressions, on aura 

/dr\ ^ (de\ sin.e (dv\ 

ce qui donne 

On aura donc ainsi la différence partielle (-^)» en différences 
partielles de la fonction V, prises par rapport aux variables r, B 
et «. En différentiant de nouveau cette valeur de (-t— ) » on aura 
la différence partielle ( , ; | , en différences partielles de V, 
prises par rapport aux variables r, B et ist. On aura par le même 
procédé les valeurs de ( , , j, et ( , , j. 
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On transformera de cette manière Téqualion [A) , dans la sui- 



vante : 



( ddV \ 
(ddV\ cos.Ô (dV\ \(/«'j (dd.rV\ /Dv 

et si Ton fait cos.d = jx, cette dernière équation deviendra 

■'■I (—'''').■ (4f)| | ^ (^) ^ ^(dd.rvy .,, 

dpL \ 1 — pLii \ dr* j' ^ ' 

12. Supposons maintenant que le sphéroïde soit une couche 
sphériquc'dont Forigine des coordonnées soit au centre; il est 
clair que V ne dépendra que de r, et qu il ne renfermera ni ft 
ni ist; Téquation (C) donnera donc 



/dd.rV\ 



doù Ton tire, en intégrant, 

r 

Aei B étant deux constantes arbitraires. On a donc 



(dV\_B 
\dr )~ r'' 



— (-3—) exprime, par ce qui précède, l'action de la couche 

sphérique sur le point m, décomposée suivant le rayon r, et 
dirigée vers le centre de la couche; or il est clair que l'action 

exprime donc Faction totale de la couche sphérique sur le point m. 

Supposons d'abord ce point placé au dedans de la couche. S'il 

«tait au centre même, l'action de la couche serait nulle; on a donc 
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-y— j = o, OU — =o, lorsque r=:o, ce qui donne jB = o , 
\^^ J ^ '' ( dV\ 

et par conséquent — 1-^— |i=:o, quel que soit r;.d'où il suit 

qu'un point placé dans Tintérieur de la couche n'en éprouve au- 
cune action, ou, ce qui revient au même, il est également attiré 
de toutes parts. 

Si le point m est situé au dehors de la couche sphérique, il 
est visible qu'en le supposant infiniment éloigné de son centre, 
l'action de la couche sur ce point sera la -même que si toute la 
masse de la couche était réunie à ce centre; en nommant donc 

M la masse de cette couche, — ("7") ^^ ~ deviendra, dans ce 
cas, égal à —, ce qui donne B = M; on a donc généralement, 
par rapport aux points extérieurs , 

dV 



(dV\_M 
\dr)~r^' 



c'est-à-dire que la couche sphérique les attire comme si toute sa 
masse était réunie à son centre. 

Une sphère étant une couche sphérique dont le rayon de la 
surface intérieure est nul, on voit que son attraction sur un point 
placé à sa surface, ou au delà, est la même que si sa masse était 
réunie à son centre. 

Ce résultat a encore lieu pour les globes formés de couches 
concentriques d'une densité variable du centre à la circonférence, 
suivant une loi quelconque, puisqu'il est vrai pour chacune de 
ces couches: ainsi, le soleil, les planètes et les satellites pouvant 
être considérés, à très-peu près, comme des globes de cette na- 
ture, ils attirent, à fort peu près, les corps extérieurs, comme si 
l'on supposait leurs masses réunies à leurs centres de gravité; ce 
qui est conforme à ce que nous avons trouvé par les observations, 
dans le n** 5. A la vérité, la figure des corps célestes s'écarte un 
peu de la sphère; mais la différence est très-petite, et l'erreur 
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qui en résulte sur la supposition précédente est du même ordre 
que cette différence, relativement aux points voisins de leur sur- 
face; et relativement aux points éloignés, Terreur est du même 
ordre que le produit de cette différence par le carré du rapport 
des rayons des corps attirants, à leurs distances aux points atti- 
rés; car on a vu, dans le n** 10, que la considération seule de 
Téloignement des points attirés rend Terreur de la supposition 
précédente , du même ordre que le carré de ce rapport. Les corps 
célestes s'attirent donc à très-peu près comme si leurs masses 
étaient réunies à leurs centres de gravité, non-seulement parce 
quils sont fort éloignés les uns des autres, relativement à leurs 
dimensions respectives ; mais encore parce que leurs figures dif- 
fèrent très-peu de la sphère. 

La propriété dont les sphères jouissent dans la loi de la nature, 
d'attirer comme si leurs masses étaient réunies à leurs centres, 
est très-remarquable, et Ton peut être curieux de savoir si elle a 
lieu dans d'autres lois d'attraction. Pour cela, nous observerons 
que si la loi dé la pesanteur est telle qu'une sphère homogène 
attire un point placé au dehors, comme si toute sa masse était 
réunie à son centre, le même résultat doit avoir lieu pour une 
couche sphérique d'une épaisseur constante; car si Ton enlève à 
une sphère une couche sphérique d'une épaisseur constante, on 
formera une nouvelle sphère d'un plus petit rayon, mais qui 
aura, ainsi que la première, la propriété d'attirer, comme si toute 
sa masse était réunie à son centre; or il est évident que ces deux 
sphères ne peuvent avoir cette propriété commune qu'autant 
qu'elle Test encore à la couche sphérique qui forme leur diffé- 
rence. Le problème se réduit donc à déterminer les lois d'attrac- 
tion suivant lesquelles une couche sphérique d'une épaisseur 
infiniment petite et constante attire un point extérieur comme 
si toute sa masse était réunie à son centre. 

Soit r la distance du point attiré au centre de la couche sphé- 

TOME 1. S] 
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rique; u le rayon de cette couche, ei du son épaisseur. Soit 
l'angle que le rayon u fait avec la droite r; ^ langle que le plan 
qui passe par les deux droites r et n fait avec un plan fixe pas- 
sant par la droite r; l'élément de la couche sphérique sera 
n^du.d^.dd.sin^d. Si Ton nomme ensuite/ la distance de cet 
élément au point attiré, on aura 

J*=r* — 2 ru.cos.d-hu\ 

Représentons par (p (/) , la loi de l'attraction à la distance/; l'ac- 
tion de l'élément de la couche sur le point attiré, décomposée 
parallèlement à r, et dirigée vers le centre de la couche, sera 

n^du.d^ .dd.sm. 0. ^ j — ^. (p (/); 

mais on a 

r — u. COS. (df\ 

ce qui donne à la quantité précédente cette forme 

n\du.d^.dd .sin.d .l-j-] . 9(/)î 

partant, si l'on désigne /(//. (p (/) par (p^ (/) , on aura l'action en- 
tière de la couche sphérique sur le point attiré, au moyen de 
l'intégrale u^.du. fd'ts. dB.sm. 0. (p^ (/), dîfférentiée par rapport 
à r, et divisée par dr. 

Cette intégrale doit être prise relativement à tar, depuis tïy = o, 
jusqu'à tsy égal à la circonférence, et après cette intégration, elle 
devient 

2 TT .u*. du. fdd .sin. d . (p^ (/); 

TT étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Si Ion 
différentie la valeur de /par rapport à 9, on aura 

de.sm.e=^, 

ru 
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et par conséquent 

a ir . a'rfu./rfÔ . sin. 0. 9, (/) = 2 ir . ^ .//f(/. 9, (/). 

L'intégrale relative à 6 doit être prise depuis 0= o jusqu'à 0= ir, 
et à ces deux limites on af=r — u, etf=r-i-n; ainsi Fin tégrale 
relative à /" doit être prise ^i^uïs f=r — a jusqu'ày= r-f- u. Soit 
donc ffdf. <p, (/) = -«K/) î on aura 

Le coefficient de rfr, dans la différentielle du second membre de 
cette équation, prise par rapport à r, donnera l'attraction de la 
couche sphérique sur le point attiré; et il est facile d'en conclure 

que dans la nature, où (^ [f) = —^ cette attraction est égale à 

^' ^ — ; c'est-à-dire, qu'elle est la même que si toute la masse 

de la couche sphérique était réunie à son centre ; ce qui fournit 
une nouvelle démonstration de la propriété que nous avons éta- 
blie précédemment sur l'attraction des sphères. 

Déterminons maintenant 9 (/)» d'après la condition que l'at- 
traction de la couche est la même que si sa masse était réunie à 
son centre. Cette masse est égale à ^tt .u^du, et si elle était réunie 
à son centre, son action sur le point attiré serait 4 'tt. u* (/a. Ç (r) ; 
on aura donc 

iit.udu.^ -j \ = ^Tr.u*du.(p [r); (D) 

en intégrant par rapport à r, on aura 

\|/ (rn-tt) — y\/ (r — u) = 2 ru.fdr. (^ {r)-i-rU, 

U étant une fonction de u et de constantes, ajoutée à l'intégrale 
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2u.fdr. (p (r). Si l'on représente >|/ (r-Hu) — ^{r — u), par R, 
on aura, en différentiant l'équation précédente, 



ddR\ , ^, X , rf.<P(r) 



( 

{ààR\ lààV\ 

mais on a, par la nature de la fonction R, 

/ ddn \ _ ( ddR \ 
\dr' )~\du* /* 
partant 

( ^t \ d.<^{r)\ (ddU\ 

2u.ja9(r)-hr.-j;i-^j=r. ^-^^jî 

OU 

2(p(r) rf.(p(r) _ 1 / ddU \ 
r dr 2u\ du* ) ' 

Ainsi, le premier membre de cette équation étant indépendant 
de u, et le second membre étant indépendant de r, chacun de 
ces membres doit être égal à une constante arbitraire que nous 
désignerons par 3 A ; on a donc 

r dr ' 

d'où Ton tire, en intégrant, 

B étant une nouvelle constante arbitraire. Toutes les lois d'at- 
traction dans lesquelles une sphère agit sur un point extérieur 
placé à la distance r de son centre, comme si toute sa masse était 
réunie à ce centre, sont donc comprises dans la formule générale 

A B 
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il est aisé de voir qu'en efifet cette valeur satisfait à Téquation (D), 
quels que soient A et B. 

Si Ton suppose A=^o\ on aura la loi de la nature , et Ton voit 
que dans le nombre infini des lois qui rendent l'attraction très- 
petite à de grandes distances , celle de la nature est la seule dans 
laquelle les sphères ont la propriété d'agir comme si leurs masses 
étaient réunies à leurs centres. 

Cette loi est encore la seule dans laquelle un corps placé au 
dedans d'une couche sphérique, partout d'égale épaisseur, est 
également attiré de toutes parts. Il résulte de l'analyse précé- 
dente que l'attraction de la couche sphérique dont l'épaisseur est 
iu^ sur un point placé dans son intérieur, a pour expression, 

2 n.udu. \ j 

dr 

Pour que cette fonction soit nulle, on doit avoir 

\|/ (u-hr) — -vf/ (tt — r) = r.U, 
U étant une fonction de u, indépendante de r; et il est facile de 
voir que cela a lieu dans la loi de la nature ou (p [f) = y; • ^^^^ 

pour faire voir que cela n'a lieu que dans cette loi, nous désigne- 
rons par '^'{f) la difiFérence de xf/ (/), divisée par df; nous dé- 
signerons encore par '^" {f)y la di£Férence de >|^'(/)» divisée par 
df, et ainsi de suite; nous aurons ainsi, en différentiant deux fois 
de suite l'équation précédente, par rapport à r, 

^"(tt^r) — xf/''(u — r) = o. 

Cette équation ayant lieu, quels que soient u et r, il en résulte 
que '^"{f) doit être égal à une constante, quel que soit/, et 
qu'ainsi x^/"' (/) = o ; or on a , par ce qui précède. 
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d'où l'on tire 

on a donc 

o = a.9(/)-f-/.9'(/); 

ce qui donne, en intégrant, (p (J)=—^ et par conséquent la loi 

de la nature. 

13. Reprenons l'équation (C) du n** 11. Si l'on pouvait inté- 
grer généralement cette équation , on aurait une expression de V, 
qui renfermerait deux fonctions arbitraires que l'on déterminerait 
en cherchant l'attraction du sphéroïde sur un point situé dans 
une position qui facilite cette recherche, et en comparant cette 
attraction à son expression générale. Mais l'intégration de l'équa- 
tion (C) n'est possible que dans quelques cas particuliers, tels 
que celui où le sphéroïde attirant est une sphère, ce qui réduit 
cette équation aux différences ordinaires ; elle est encore possible 
dans le cas où ce sphéroïde est un cylindre dont la base est une 
courbe rentrante, et dont la longueur est infinie : on verra dans 
le troisième livre que ce cas particulier renferme la théorie des 
anneaux de Saturne. 

Fixons l'origine des r, sur l'axe même du cylindre, que nous 
supposerons d'une longueur infinie de chaque côté de cette ori- 
gine. En nommant r la distance du point attiré, à Taxe, on aura 

r=r. ^ i — |x*. 

Il est visible que V ne dépend que de r et de 'cr, puisqu'il est le 
même pour tous les points relativement auxquels ces deux varia- 
tions sont les mêmes; il ne renferme donc ft, qu'autant que r est 
fonction de cette variable , ce qui donne 

{dV\_{dV\ (d r\ _ rpL (dV \ 

\dy.)-\dr')\dy.)- sjT^=l^^\dr' ^ 

( ddV\ _ ry (ddV \ r (dV\ 
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récpiation (C) devient ainsi 

,, /ddV\ (ddV\ , /dV\ 

">=' ■[-dF^j-^y-d^j-^'i-dF)'^ 

d'où Ton tire, en intégrant, 

V=(p \r\ cos.'cs-hr.^ — i . sin. "crj -h -vf/ jr . cos. "& — r.\/ — i.sin.^crj; 

^ (r) et >|/ (r ) étant des fonctions arbitraires de r, que Ton pourra 
déterminer, en cherchant l'attraction du cylindre, lorsque tn est 
nul , et lorsqu'il est égal à un angle droit. 

Si la base du cylindre est un cercle, V sera évidemment une 
fonction de r, indépendante detn; l'équation précédente aux dif- 
férences partielles deviendra ainsi 



,/ddV\^ r (dV\ 



ce qui donne, en intégrant. 



( dV\_H 
\dr')~ r' 



H étant une constante. Pour la déterminer, nous supposerons / ' 
extrêmement grand par rapport au rayon de la base du cylindre, 
ce qui permet de considérer le cylindre comme une ligne droite 
infinie. Soit A cette base, et z la distance d'un point quelconque 
de l'axe du cylindre, au point où cet axe est rencontré par r ; 
l'action du cylindre considéré comme concentré sur son axe 
sera, parallèlement à r, égale à 

A r\ dz 




3 1 



[r'-^z^y 



Tîntégrale étant prise depuis z = — c», jusqu'à z=oo; ce qui ré- 
duit cette intégrale à — r-: c'est l'expression de — ("Tt)> lorsque r 
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est très-considérable. En la comparant à la précédente , on a 
H =2 A, et Ion voit que, quel que soit r, l'action du cylindre 

sur un point extérieur est — r-- 

Si le point attiré est au dedans d'une couche cylindrique cir- 
culaire, d'une épaisseur constante, et d'une longueur infinie, on 

a encore — |-^-7-J = -t; et comme l'attraction est nulle lorsque 

le point attiré est sur l'axe même de la couche, on a //=o, et, 
par conséquent, un point placé dans l'intérieur de la couche est 
également attiré de toutes parts. 

14. On peut étendre au mouvement d'un corps les équations 
[A), [B) et (C) du n** 11, et en tirer une équation de condition 
très-utile, soit pour vérifier les calculs de la théorie, soit pour 
vérifier la théorie même de la pesanteur universelle. Les équa- 
tions di£Férenlielles (i), (2), (3) du n** 9, qui déterminent le 
mouvement relatif de m autour de M, peuvent être mises sous 
cette forme : 



ddx 



(dQ\' ddy^_ld^ dd^_(dQ\. ,;. 

\dx)' dr~\dy)' dr~\dz)' v'; 



Q étant égal a 2 . ^ ff- H , et li est 



r * m 



facile de voir que l'on a 



si les variables x, y, z, x, etc. que Q renferme, sont indépen- 
dantes des X, y et z. 

Transformons les variables a:, y, z, en d'autres plus commodes 
pour les usages astronomiques, r étant le rayon mené du centre 
de Af à celui de m, nous nommerons v l'angle que la projection de 
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ce rayon sur le plan des x et des j fait avec Taxe des x; et 0, 
rinclînaison de r sur le même plan ; on aura 

ic=r. COS. 0.COS. r, 
j = r. cos-0-sin. r, 
z =r. sin. B. 

L'équation [E] rapportée à ces nouvelles variables sera par le 

nMI, 

( ddQ \ 
^_,JddQ\ (dQ\ \dv^) UdQ\ sin.g (dQ\^p. 

si Ton multiplie la première des équations (i), par cos.0. cos.v; 
la seconde, par cos.0. sin.r; la troisième, par sin.0; et si, pour 
abréger, on fait 

,^, ddr r.dv* , ^ r.dO^ 

M = -rrr TTT- . COS\ 6 



dr dr •--^•^ dr ' 

on aura, en les ajoutant. 

Pareillement, si Ton multiplie la première des équations (i), par 
— r. COS. d. sin.r; la seconde, par r. cos. 6. cos. v, et qu'ensuite on 
les ajoute , et que Ton suppose 



N': 



^.(r'^.cos'.ô) 



dt 
on aura 



N'-. 



m 



Enfin, si Ton multiplie la première des équations (i), par 
— r. sin.0. COS, v; la seconde, par — r.sin-0. sin. v; qu'on les ajoute 
à la troisième, multipliée par rcos. 6, et que l'on fasse 

r^f , ddO , dv* . ^ ^ irdrdO 
P=r\ jj^ -t-r\ .^.sm.ô.cos.ÔH jj^; 

TOSIE I. 2S 
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on aura 

Les valeurs de ;•, v et 0, renferment six arbitraires introduites par 
les intégrations. Considérons trois quelconques de ces arbitraires 

que nous désignerons par a, h, c; l'équation M'= l-n — ) don- 
nera les trois suivantes : 

( ddQ \ (dr\ ( ddQ\ (dv\ ( ddQ\ (de\ _ (dM'\ 
\ dr' )' \da) ~^ \drdv) ' \da) "^ [drdej ' \da) ~\da )' 

/ ddQ\ (dr\ ( ddQ \ /dv\ ( ddQ \ (de\_(dM'\ 
\dr' )' \db) ^ \drdv) • \db) "^ \drde) ' \db) ~\db )' 

( ddQ \ (dA ( ddQ \ /dv\ (ddQ\ (d6\_(dM'\ 
\dr* J' \dc) "^ \drdv) ' \dcj "^ \drde) ' [de) ~\dc )' 

On tirera de ces équations la valeur de | , , j , et si l'on fait 



g 



\db/ \dc/ \dcj \dbj 

_(dv\ (de\_(dv\ (de\ 
" ~ \dc) ' \da) \da) • \dc) ' 

P ~ \da) ' \db) \db) ' \da) ' 

/dr\ (dv\ /d$\ fdr\ (dv\ (dB\ 
\da) ' \db) ' \dc) " \da) ' \dc) ' \db) 

/dr\ /dv\ (de\_ (dA (dv\ (de\ 
\db) • \dc) • \da) \db) ' \da) ' \dc) 

(dr\ (dv\ (dl\__(dr\ (dv\ /de\ 
\dc) ' \da] • [db) \dc) ' \db) ' \da) ' 



on aura 



^^)="'•(T)-»■(r)-^(f^)■ 
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Si Ton fait pareillement 



\daj \dc) \dcf \da/ 
'_(dA (dl\_}di\ /de\ 
P ~ [db) ' \da) \da) • \db) ' 



l'équation A^'=(-j^j donnera 



ê. 



(^)='»'-(4^)-'-(^)-^(f) 



Enfin, si l'on fait 



~" \db) ' \dc) \dc) ' \db) ' 

„• = 1^) . {^\ _ (^) . (^\ . 

\dc/ \da/ \daj \dc} 

«_(dr\ (dv\_(dr\ (dv\ 
^ ~ \da) ' \db) \db) ' \da) ' 



l'équation P'^ \~w] <lo°nera 

^•(^)='»--(ï^)-"-(4?)-''-(^)- 

L*équation [F) deviendra ainsi 

. . û {dM'\ , , , a /dM'\ , . a (dM'\ 

o=m.r'cos\0.(-i— I n-nr'. cos'.O. \-tt-\ -h p . r\ cos* .0 . (-j— 1 

, , fdN'\ , (dN'\ , ldN'\ ,r,s 

-4-m .cos'.O. (-T — )-i-« .cos.'0. (■jT-j-l-/' -cos*. 0. \-j—) 
-t-ê. j 2rAf' .cos'. — F.sin. 0.COS.0J. 

Dans la théorie de la lune , on néglige les perturbations que son 

22. 
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action produit dans le mouvement relatif du soleil autour de la 
terre, ce qui revient à regarder sa masse comme infiniment pe- 
tite. Alors les variables x\ y, z, relatives au soleil, sont indépen- 
dantes de a:, j, Zy et l'équation (G) a lieu dans cette théorie; il 
faut donc que les valeurs trouvées pour r, v et 0, y satisfassent, 
ce qui donne un moyen de vérifier ces valeurs. Si les inégalités 
observées dans le mouvement de la lune sont le résultat de Tat- 
traclion mutuelle de ces trois corps, le soleil , la terre et la lune, 
il faut que les valeurs de r, r et 0, tirées des observations, satis- 
fassent à l'équation ( G ) , ce qui donne un moyen de vérifier la 
théorie de la pesanteur universelle ; car les longitudes moyennes 
de la lune, de son périgée, et de son nœud ascendant, entrent 
dans ces valeurs, et l'on peut prendre pour a, 6, c, ces longi- 
tudes. 

Pareillement , si dans la théorie des planètes on néglige le 
carré des forces perturbatrices, ce qui est presque toujours per- 
mis ; alors , dans la théorie de la planète dont les coordonnées 
sont Xyjy Zy on peut supposer que les coordonnées a;',y, Zy x\ etc. 
des autres planètes, sont relatives à leur mouvement elliptique, 
et, par conséquent, indépendantes de ^, J, z; l'équalion (G) a 
donc encore lieu dans cette théorie. 

15. Les équations différentielles du numéro précédent, 

ddr r.dv 



dn dt 



.cos^0-^.4^=(4r)' 

rf.(r-^.cos-.0) _^^Q^ I [H) 
dt ~\dv)' 

, dde , dv' . r, n '^ rdr.de / dQ\ 

,^_.+,^_.sm.0.cos.0-t- __- = ^^j, 

ne sont qu'une combinaison des équations différentielles (t) du 
même numéro ; mais elles sont plus commodes et plus adaptées 
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aux usages astronomiques. On peut leur donner d'autres formes 
qui peuvent être utiles dans diverses circonstances. 

Au lieu des variables r et 0, considérons celles-ci n et 5, u étant 

égal à T-, ou à l'unité divisée par la projection du rayon 

vecteur, sur le plan des x et des y; et 5 étant égal à tan g. 6, ou à 
la tangente de la latitude de m au-dessus du même plan : si Ton 
multiplie la seconde des équations [H) par r^dv . cos*. 6, et qu'en- 
suite on l'intègre, on aura 



^)'='-=/(^)-$' 



h étant une constante arbitraire; on a donc 

dt= ^-^ 



Si l'on ajoute la première des équations [H) multipliée par — cos.d^ 
à la troisième multipliée par — '— , on aura 

dr ^ a' dr ^ \du)^^^'\ds )' 

d'où l'on lire 

En substituant pour dt, sa valeur précédente, et regardant dv 
comme constant, on aura 



ddu 
o= -T-— -ha-h 



/dQ\ du _ /dQ\ _ 5 /dQ\ 
\dv ) ' u^dv \da J a' \ds ) 
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La troisième des équations [H) deviendra de la même manière, 
en y traitant dv comme constant, 



d 
dds d 



dv* 



^(l)-(^^")^(4^)-"^(4^) 



On aura donc, au lieu des trois équations différentielles (£/), les 
suivantes : 

dt= — lï — . 



■'•V*'--/(^)$ 



(dQ\ du UQ\ s /dQ\ 
ddu \ dv J ' u*dv \ «^t / a' \ds J ,j^s 



d 
dds d 

dv* 



u\\h 



r/dQ\ dv^ 
'J\dv)'u^ 



Si Ton veut éviter les fractions et les radicaux, on pourra donner 
à ces équations la forme suivante : 

ddt 

dv' 



•xdudl , /<?Q\ dt' 

^ lâ^ "^ " • \Tir}''d^' 

/ddu \ { 2 r/dQ\ dv 



J ( /dQ\ du 




h* ' }\ dv I ' u*dv 



m-z-m\' (^) 



/dds \ ( 2 r/dQ\ dv 

'' = [l^-^')-\'-^T^'J[-d^)'-^ 

1 ids /dQ\ /dQ\ , V (dQW 
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En employant d'autres coordonnées, on formerait de nouveaux 
systèmes d'équations difiFérenti elles : supposons, par exemple, que 
Ion change les coordonnées x et y, des équations (i) du n** 14, 
en d'autres relatives à deux axes mobiles situés sur le plan de ces 
coordonnées, et dont le premier indique la longitude moyenne 
du corps m, tandis que le second lui est perpendiculaire. Soient x^ 
ety^ les coordonnées de m, relativement à ces axes, et désignons 
par wf-f-e, la longitude moyenne de m, ou Tangle que l'axe mo- 
bile des X fait avec l'axe des x ; on aura 

a;=:x .COS. (/if-4-e) — J, -sin. (/ifH-e) , 
y=x^.s\n. (7if-f-e)-f-j^.cos. (/if-+-e) ; 

d'où Ton tire, en supposant dt constant, 

ddx. COS. [nt+e) + ddy.sin. [nt+e) = ddx^ — n^x^.dV—2 ndy^.dt, 
ddy .COS. [nt+e) + ddx. sin. [nt + e)=:ddy^-^ny^.dV + 2 ndx^.dt. 

En substituant dans Q, au lieu de a: et de j, leurs valeurs précé- 
dentes, on aura 

Gela posé, les équations diflFérentielles (i) donneront les trois 
suivantes : 



d*x dy 

0= -rrr — n* X — 211. -f^ 
dt* ' dt 



(rfx)' 



d*y , dx [ dQ\ /.j^x 

°~ dp \dz)' 
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Après avoir donné les équations diflFérentielles du mouvement 
d'un système de corps soumis à leur attraction mutuelle, et après 
en avoir déterminé les seules intégrales exactes que l'on ait pu 
obtenir jusqu'à présent, il nous reste à intégrer ces équations par 
des approximations successives. Dans le système solaire, les corps 
célestes se meuvent à peu près comme s'ils n'obéissaient qu'à la 
force principale qui les anime , et les forces perturbatrices sont 
peu considérables; on peut donc, dans une première approxima- 
tion, ne considérer que l'action mutuelle de deux corps, savoir, 
celle d*une planète ou d'une comète et du soleil, dans la théorie 
des planètes et des comètes; et l'action mutuelle d'un satellite et 
de sa planète, dans la théorie des satellites. Nous commencerons 
ainsi par donner une détermination rigoureuse du mouvement 
de deux corps qui s'attirent : cette première approximation nous 
conduira à une seconde, dans laquelle nous aurons égard à la 
première puissance des forces perturbatrices; ensuite, nous con- 
sidérerons les carrés et les produits de ces forces : en continuant 
ainsi, nous déterminerons les mouvements célestes avec toute la 
précision que les observations comportent. 
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CHAPITRE III. 



PREMIÈRE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CELESTES, OU THÉORIE 

DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 



16. Nous avons déjà fak voir dans le premier chapitre qu'un 
corps attiré vers un point fixe , par une force réciproque au carré 
de la distance, décrit une section conique; or dans le mouvement 
relatif du corps m autour de M, ce dernier corps étant considéré 
comme en repos, il faut transporter en sens contraire à m l'ac- 
tion que m exerce sur M; ainsi, dans ce mouvement relatif, m 
est sollicité vers Af par une force égale à la somme des masses Af 
et m, divisée par le carré de leur distance; le corps m décrit donc 
une section conique autour de M. Mais l'importance de cet objet 
dans la théorie du système du monde exige que nous le repre- 
nions sous de nouveaux points de vue. 

Pour cela, considérons les équations [K) du n** 15. Si l'on fait 
M-T-m = |x, il est visible, par le n° 14, qu'en n'ayant égard qu'à 

l'action réciproque de M et de m, Q est égal à -, ou à — -^ ; 

les équations [K) deviennent ainsi 

dv 



s s 



dt 

ddu 
dv' 



h.a^' 



u 



(^ 



- 1 



dds 



A^(l-h55)* 



L'aire décrite, pendant l'élément de temps du par la projection du 
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rayon vecteur, étant égale à -.-7; la première de ces équations 

nous apprend que cette aire est proportionnelle à cet élément, et 
qu ainsi, dans un temps fini, elle est proportionnelle au temps. 
La dernière équation donne en Tintégrant, 

5=7 .sin. [v — 0), 

yeid étant deux arbitraires. Enfin, la seconde donne, par son 
intégration, 

u= ^ — -T.\\/ i-hss-\-e.cof.iv — ^)\=zy. 

e ei'cs étant deux nouvelles arbitraires. En substituant dans cette 
expression de u, au lieu de s, sa valeur en v, et substituant en- 
suite cette expression, dans l'équation dt= t — ;; l'intégrale de 

cette équation donnera ( en fonction de v; on aura donc ainsi v, u 
et s, en fonction du temps. 

On peut simplifier considérablement ce calcul en observant 
que la valeur de 5 indique que Torbite est toute dans un plan 
dont y est la tangente d'inclinaison sur le plan fixe, et dont 6 
est la longitude du nœud, comptée de l'origine de l'angle v. En 
rapportant donc à ce plan le mouvement de m, on aura 5 = et 
y =: o , ce qui donne 






■: = f;-h-+-^-cos.(î;— tïT)| 



Cette équation est à une ellipse dans laquelle l'origine des r est au 

A* 
foyer : . ^ . est le demi-grand axe que nous désignerons par a; 

e est le rapport de l'excentricité au demi-grand axe; enfin, tn est 

la longitude du périhélie. L'équation dt=^ y — ^ devient ainsi 



dt 



s 9 

a * . (1 — e*)* . dv 
\J yL. ji-f-e. cos.(i; — «r)j* 
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Développons le second membre de cette équation, dans une série 
de cosinus de Tangle t; — ^, et de ses multiples. Pour cela, nous 

commencerons par développer -, r , dans une série 

^ ^^ i-he.cos. (v — «rj 



semblable. Si Ion fait 



-h\/i—e'' 



on aura 



— (v— «r).\/— 1 
X.c 



1 +e .cos.(v— tar) \/i — e' ] (v— «r) .v/^ —(^ — «r) . \/— i 

c étant le nombre dont le logaritbme hyperbolique est Tunité. En 
développant le second membre de cette équation , en série , savoir, 

le premier terme relativement aux puissances de c , 



et le second terme relativement aux puissances de c , 

et en substituant ensuite, au lieu des exponentielles imaginaires, 
leurs expressions en sinus et cosinus, on trouvera 



1 -He . cos.(v — tar) 
1 



z •{ 1— 2X.C0S. (v-^ct) + 2X\ COS. 2 (v— 'cr)— aX'.cos.S (t;— «)+etc.| 

Nommons (^ le second membre de cette équation, et faisons 9 =-9 
nous aurons généralement 



g — m. 



••^"•(7). 



{i-he.cos.(v — «r)|"*"^' 1.2.3 — m.dq"" 

dq étant supposé constant, et les signes -hou — a]" JU, sui- 
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vant que m est pair ou impair. De là il est aisé de conclure que 
si Ton fait 



{ i-f-e .COS. {v — «r)j* 

[i-e') 2 .| i+^(». COS. {v—^)+E^'Kcos.2{v-^)+E^'Kcos.3{v-^)+etc.), 
on aura , quel que soit i, 



2e\ jn-i.yi— e«} 

(i-t-V »—«')' 

le signe H- ayant lieu , si i est pair, et le signe — ayant lieu , si i est 
impair; en supposant donc n = a~^\yi, on aura 

ndt=dv.\ n-JS'".cos.(w^©)+EW.cos.a («^©)+E'".cos.3(r— «T)+etc.| ; 

et en intégrant, 

nt+e=v+E^'lsm.{v-<s)+\.E^*Ksin.2 (v-^)+y.E^*^ sin.3 (t;-^)+etc. 

e étant une arbitraire. Cette expression çle nf-f-e est fort conver- 
gente, lorsque les orbites sont peu excentriques, telles que les 
orbites des planètes et des satellites; et Ton peut, par le retour 
des suites, en conclure la valeur de vent: nous nous occuperons 
de cet objet dans les numéros suivants. 

Lorsque la planète revient au même point de son orbite, v est 
augmenté de la circonférence que nous représenterons toujours 
par 2 ir ; en nommant donc T le temps d'une révolution , on 
aura 

rp 271 271. a* 

Cette expression de T peut être immédiatement déduite de Tex- 
pression différentielle de dty sans recourir aux séries. Reprenons 

en effet Téquation dt^= t — i,ou dt=^ — r — . Elle donne T=^ ' , : 
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fr*dv est le double de la surface de l'ellipse, et par conséquent 

il est égala 2ir .a\^ i -^^; de plus, h* est égal à |xa. (i — e*) ; 
on aura ainsi la même expression de T que ci-dessus. 

Si Ton néglige les masses des planètes, relativement à celle du 

soleil , on a \/ft ^= \/^'* ^^ valeur de \/fÂ est alors la même pour 

toutes les planètes ; T est donc proportionnel alors à a • , et par 
conséquent les carrés des temps des révolutions sont comme les 
cubes des grands axes des orbites. On voit que la même loi a lieu 
dans le mouvement des satellites autour de leur planète, en né- 
gligeant leurs masses relativement à celle de la planète. 

17. On peut encore intégrer de cette manière les équations 
du mouvement de deux corps Met m, qui s'attirent en raison 
réciproque du carré des distances. Reprenons les équations 
(i), (2) et (3) du n** 9; elles deviennent, en ne considérant que 
l'action des deux corps Met m, en faisant M-f-m = |x, 



o 



o 



aax 

dr 


-+- 


H . X 


ddy 

dr 


-+- 




ddz 

dr 


-+- 


H , z 



o^'^^t^A (0) 



Les intégrales de ces équations donneront, en fonctions du temps f, 
les trois coordonnées a;, j, z, du corps m, rapportées au centre 
de M: on aura ensuite, par le n"" 9, les coordonnées ?, Il et 7 du 
corps M y rapportées à un point fixe, au moyen des équations 

Enfin, on aura les coordonnées de m, par rapport au même point 
fixe, en ajoutant x k C, j àlI, et z à y; on aura ainsi le mouve- 
ment relatif des corps M et m, et leur mouvement absolu dans 
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l'espace. Tout se réduit donc à intégrer les équations difiFéren- 
tielles (0). 

Pour cela, nous observerons que si Ton a entre les n variables 
x^'\ x^*\ o:^'^ x^''\ et la variable f , dont la dîflFérence est suppo- 
sée constante, un nombre n d'équations différentielles données 
par la suivante : 

dans laquelle on suppose s successivement égal à i, 2 , 3 , n; 

A,By H étant des fonctions des variables x^^\ a;^*\ etc. et de t, 

symétriques par rapport aux variables rc^'\ a;^'^ a:^*\ c est-à- 
dire, telles qu elles restent les mêmes, lorsque Ton y cbange une 
quelconque de ces variables dans une autre, et réciproquement; 
on peut supposer 

x^'^ = é'^ . x^"-'^'^ -h b^'^ . a:<"-'^*J -+- h^'^ . x^^K 

^(«) __ ^(«) ^ ^(«-i-^O ^ J(«) . ^(«-i-^t) ^ ^(.) ^ ^(«)^ 



a^'^ 6^*^ h^'^; a^*\ b^*\ etc. étant des arbitraires dont le nombre 

est i.[n — i). Il est clair que ces valeurs satisfont au système pro- 
posé des équations différentielles : de plus, elles réduisent ces 
équations à i équations différentielles entre les i variables x^'''^'^'\ 
^. („-_,.+.,) ^(„)^ Leurs intégrales introduiront i* nouvelles arbi- 
traires qui, réunies aux i.[n — i) précédentes, formeront les in 
arbitraires que doit donner Fintégration des équations différen- 
tielles proposées. 

Si Ion applique ce théorème aux équations (0), on voit que 
z=iax'i-by, a etb étant deux arHtraires. Cette équation est cdie 
d*un plan passant par Torigine des coordonnées; ainsi lorbite 
de m est tout entière dans un même plan. 
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Les équations (0) donnent 

or, en di£Pérentiant deux fois de suite l'équation rdr—xdx+ydy-^-zdz, 

on a 

r.fZV-hS dr .ddr=x.d^x-hy .d''y-+'Z.d^z 

-\-^ -{dx. ddx -4- dy . ddy -+- dz . ddz ) , 
et par conséquent, 

j / ^ ddr\ , ( d^o; d^y d^ z 

^\''dt^)=''\'''dF'-^y'-dr 



-hz. 



dr 

o , i I ddx j ddy , ddz 



En substituant dans ie second membre de cette équation , au lieu 
de d^Xy dy, d*z, leurs valeurs données par les équations (O'), et 
ensuite, au lieu de ddx, ddy, ddz, leurs valeurs données par les 
équations (0), on trouvera 



^ = d' (^'-^Trj-^f^^^- 



Si l'on compare cette équation aux équations ( 0' ) , on aura , en 
vertu du théorème exposé ci-dessus, en considérant jr^ jt^ jr ^ 

ni* 

-77, coi^me autant de variables particulières x^^\ x^*\ x^'\ x^*^; et r, 
comme fonction du temps t, 

dr^^^X.dx-hy.dy; 
X, y, étant des constantes; et, en intégrant, 

r= hAX-\-yy, 
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— étant une constante. Cette équation combinée avec celles-ci , 

z = ax-{-by, r^ = x* -h- y* -i- z% 

donne une équation du second degré, soit en x et y, soit en xet z, 
soit en y et z; d'où il suit que les trois projections de la courbe 
décrite par m autour de M sont des lignes du second ordre , et 
qu ainsi, cette courbe étant toute dans un même plan, elle est 
elle-même une ligne du second ordre , ou une section conique. 
Il est facile de s'assurer par la nature de ce genre de courbes, que 
le rayon vecteur r étant exprimé par une fonction linéaire des 
coordonnées x, y, l'origine de ces coordonnées doit être au foyer 

de la section. Maintenant l'équation r= hX.a:-f-y .j, donne 

en vertu des équations ( ) , 

ddr \ a) 



En multipliant cette équation par dr, et en l'intégrant, on aura 

dr* _ (ir* 



r\j^^ — 2iir-h-!=^-^h' = o, 



a étant une constante arbitraire. De là on tire 

rdr 



dt 



v^v/ 



a [i 



cette équation donnera r en fonction de t; et comme x^yyZ sont 
donnés, par ce qui précède, en fonction de r, on aura les coor- 
données de m en fonctions du temps. 

18. On peut parvenir à ces diverses équations par la méthode 
suivante , qui a l'avantage de donner les arbitraires, en fonctions 
des coordonnées Xy y, z, et de leurs premières différences , ce qui 
nous sera très-utile dans la suite. 

Supposons que F= constante soit une intégrale du premier 
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ordre des équations (0), F étant fonction de a;, j, z, -tt, 77, 7^: 

nommons x\ y, z ces trois dernières quantités. L'équation 

V= constante 
donnera, par sa difiPérentiation, 

(dV\ dx (dV\ dy /dV\ dz /dV\ dx^ _,/dV\ dy /dV\ dz' 

^ — \dx)'dt'^\dy)'dt~^\dz)'dt'^ \dx') ' di "^ uy J'dt^" W') ' dt ' 
mais les équations (0) donnent 

dx [ix dy' fiy dz' (iz 



dt ~ r'' dt ~ r'' dt 



r 



on a donc i'équation identique, aux difTérences partielles, 
.=x'.Q+/.Q-H/.©- iL.|..(^)+^.(il)+..(^)|. (,) 

Il est clair que toute fonction de x,y, z, x, y, z, qui, substituée 
pour F dans cette équation, la rend identiquement nulle, de- 
vient, en régalant à une constante arbitraire, une intégrale du 
premier ordre des équations (0). 
Supposons 

//étant fonction de trois variables Xy j, z; U' étant fonction des 
six variables x, yy z, Xy y, z, mais du premier ordre relative- 
ment à X, y y z ; U" étant fonction des mêmes variables, et du 
second ordre relativement à Xyy,z; et ainsi de suite. Substituons 
cette valeur dans Téquation (/), et comparons séparément l'aies 
termes sans Xy y y z ; 2^ ceux qui renferment la première puis- 
sance de ces variables; 3** ceux qui renferment leurs carrés et 
leurs produits, et ainsi de suite; nous aurons 

etc. 
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L'intégrale de la première de ces équations est, comme Ton sait 
parla théorie des équations à différences partielles, 

f/' = fonct. [xy — yx, xz — zx\yz — zy, x,y, z\. 

La valeur de U devant être linéaire en x\ y\ z\ nous la suppose- 
rons de cette forme : 

U'=A . \xy — yx\-}-B. [xz — zx) -hC. [yz — ^y)\ 

A, B, C étant des constantes arbitraires. Arrêtons ensuite la va- 
leur de V au terme U\ en sorte que U"', f/'^ etc. soient nuls ; la 
troisième des équations (/') deviendra 

la valeur précédente de U' satisfait encore à cette équation. La 
quatrième des équations (/') devient 

, /dcn , (du"\ , /di'"\ 

équation dont l'intégrale est 

U''=ionct.\xy — yx, xz — zx\yz — zy, x, y, z\. 

Cette fonction doit satisfaire à la seconde des équations [l')t et 
le premier membre de cette équation multipliée par dt est évidem- 
ment égal à dU; le second membre ^doit donc être la différentielle 
exacte d'une fonction de Xyy, z. Or il est facile de voir que Ton 
satisfait à la fois à cette condition, à la nature de la fonction l]\ 
et à la supposition que cette fonction doit être du second ordre 
en Xy y y z', en faisant 

U"={Dy — Ex) . {xy—yx)-+'{Dz'—Fx).{xz'—zx) 
-i-{Ez'—Fy) . iyz-zy) ^-G. (a^'H-j^- f-z'») , 
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D,E, F, G étant des constantes arbitraires; et alors, r étant égal 
à \/a;*-Hj^'-+-z% on a 



U= — f^.\Dx^Ey-^Fz-{-2G\. 



On aura donc ainsi les valeurs de Uy U\ JJ"; et l'équation 

V 1= constante 
deviendra 



const.= — -. {I)a;-4--£j-t-Fz-f-2G|H-(4-f-Z)y — Ex).[xy—yx) 
-4_ [B^D7!—Fx) . [x£—zx') -^ [C-\-Ez—Fy) . [yz-zy] 

Cette équation satisfait à Téquation (/), et par conséquent aux 
équations différentielles (0), quelles que soient les arbitraires 
A, B, C, D, Ey F, G. En les supposant toutes nulles, i** à l'excep- 
tion de il; 2^ à l'exception de JB, 3** à l'exception de C, etc. et res- 

tt/K d'Y dz 

tituant jj^ JJ, 77^^ ^^^^ ^^ ^'^ 7* ^'^ ^° ^^^^ ^^^ intégrales 

xdy — ydx , xdz — zdx „ ydz — zdy 

^~ Tt ' ^~ Tt ' ^~ di ' 

/. (a /dy*+dz*\) ydy.dx zdz.dxj 

r, {u /dx*-hdz*\) xd.T.dy zdz.dy I /f>\ 

''=f+y-\-r-[—d—)\^-dr-^-dt^' |(^) 

a 2a dx^+d, -\-dz' 
^~a r ^ dr 

<^f c\ c", fy J\ f\ et a étant des constantes arbitraires. 

Les équations différentielles (0) ne peuvent avoir que six in- 
tégrales distinctes du premier ordre, au moyen desquelles, si 
Ion élimine les différences dxy dy y dz, on aura les trois va- 
riables Xy yyZ, en fonctions du temps t; il faut donc qu'au moins 
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c 

l'uue des sept intégrales précédentes rentre dans les six autres. 
On voit même à priori, que deux de ces intégrales doivent rentrer 
dans les cinq autres. En effet, puisque Télément seul du temps 
entre dans ces intégrales, elles ne peuvent pas donner les va- 
riables ar,j, z, en fonctions du temps, et par conséquent elles 
sont insuffisantes pour déterminer complètement le mouvement 
de m autour de M. Examinons comment ces intégrales n*équi- 
valent qu à cinq intégrales distinctes. 

Si Ton multiplie la quatrième des équations (P) par — " .^ — , 
et qu'on rajoute à la cinquième multipliée par -r-. , on aura 

- ( zdy-ydz \ „ (xdz-zdx \ ( xdy-ydx \ ( ^ (dx'+dy'\ \ 

""—f-y—di — j-^J \ dt )'^''\ dt ) ' 17 — \df~)\ 

(xdy — ydx\ (xdx.dz ydy.dz 
dt ) • {dv •" dt^ 

« 1 .. . ,. j xdy — ydx xdz — zdx ydz — zdy , 

En substituant au lieu de — ^^-=^ — , y- , - — -j- — -. leurs 

dt dt dt 

valeurs données par les trois premières des équations (P), on 
aura 

f'c'—fc" ( |x (dx^+dy^W J xdx.dz ydy.dz 



^ _ l dx'+dy' \ \ 
c ' ^'(r V dr- / j ■ dV ' dV • 

Cette équation rentre dans la sixième des intégrales (P), en y fai- 

f c — fc 
S3intf"=^ — , ou o=fc — f<^-+-f'c. Ainsi la sixième des 

C/ 

intégrales [P) résulte des cinq premières, et les six arbitraires 
c, c, c\ f y J'y j'y sout Hées eutrc elles par l'équation précédente. 
Si Ton ^prend les carrés des valeurs de/, f'yf\ données par les 
équations (P), qu'ensuite on les ajoute ensemble, et que pour 
abréger on fasse/* -[-/''-[-/"*= /*; on aura 

,, , ( ,, / dx^+dy^+dz^ \ /rdrV) i dx'+dy*+dz' 2fi) 

^ ( \ dr ) \dr) ){ dp 7y 
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mais si Ton carre les valeurs de c, c, c\ données par les mêmes 
équations, qu*ensuite on les ajoute, et que l'on fasse c*+c*+c'"=/<\ 
on aura 

, /dx*-hdy*-^dz*\ /rdrV ,, 

''■{ — è — )-U)=*' 

Téquation précédente devient ainsi , 

dx'-hdy'-hdz' 2|x /x* — /* 



dr r h' ' 



En comparant cette équation à la dernière des équations (P), on 
aura Téquation de condition, 



. /, 



h' a 



La dernière des équations [P) rentre conséquemment dans les six 
premières qui n'équivalent elles-mêmes qu'à cinq intégrales dis- 
tinctes, les sept arbitraires c, c, c\f, J\ f\ et a étant liées par 
les deux équations de condition précédentes. De là il résulte que 
l'on aura l'expression la plus générale de F, qui satisfasse à l'é- 
quation (/), en prenant pour cette expression une fonction arbi- 
traire des valeurs de c, c, c\ fy et y*', données par les cinq pre- 
mières des équations (P). 

19. Quoique ces intégrales soient insuffisantes pour détermi- 
ner x,y, Zy en fonctions du temps, elles déterminent cependant 
la nature de la courbe décrite par m, autour de M. En effet, si 
l'on multiplie la première des équations (P) par z, la seconde 
par — y y et la troisième par Xy on aura, en les ajoutant, 

O = CZ ^7 -t- ^ X y 

équation à un plan dont la position dépend des constantes c, c', c. 
Si l'on multiplie la quatrième des équations (P) par Xy la cin- 
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qiiième par j, et la sixième par z, on aura 

mais on a, par le numéro précédent, 

, { dx'-\-dy'-^dz* \ r'dr* . 

partant , 

o = (ir — h* ^fx -^fy -\-fz. 

Cette équation, combinée avec celles-ci , o = ( " x — c y -^cz , 
/=*--. a^* -h j*-j-z*, donne l'équation aux sections coniques, l'ori- 
gine des r étant au foyer. Les planètes et les comètes décrivent 
donc à très-peu près, autour du soleil, des sections coniques dont 
cet astre occupe un des foyers, et ces astres s'y meuvent de ma- 
nière que les aires décrites par les rayons vecteurs croissent 
comme les temps. En elFet, si l'on nomme dv, l'angle infiniment 
petit, intercepté par les rayons r et r-'hdr, on aura 

rfa; ' -h rfj * -h rfc ' = r * (fo ' H- rfr % 
l'équation 

, /dx^-hdy^-i-dz^X r^dr* .^ 

'^ ' \ dr ) IT —^^' 

deviendra ainsi, i-^dv^^^h^dO; partant 

hdf 



dv 



r' 



On voit par là que l'aire élémentaire y r^dv, décrite par le rayon 
vecteur r, est proportionnelle à l'élément de temps dt; l'aire dé- 
crite pendant un temps fini est donc proportionnelle à ce temps. 
On voit encore que le mouvement angulaire de m autour de M 
est , à chaque point de l'orbite , réciproque au carré du rayon 
vecteur; et comme on peut, sans erreur sensible, prendre des 
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intervalles de temps très-courts, pour des instants infiniment pe- 
tits, on aura, au moyen de l'équation précédente, les mouvements 
horaires des planètes et des comètes , dans les divers points de 
leurs orbites. 

Les éléments de la section conique décrite par m sont les cons- 
tantes arbitraires de son mouvement; ils sont par conséquent 

fonctions des arbitraires précédentes c, c, c\J>f\J\ et -: déter- 
minons ces fonctions. Soit l'angle que forme avec l'axe des x 
l'intersection du plan de l'orbite avec celui des x et des j, inter- 
section que l'on nomme ligne des nœuds; soit (p l'inclinaison mu- 
tuelle des deux plans. Si l'on nomme x et y' les coordonnées 
de m, rapportées à la ligne des nœuds, comme axe des abscisses, 

on aura 

X -— X . COS. d -h- y . sin. 6, 

y --y . COS. ô — X , sin. 0. 



On a d'ailleurs 



2 ^^y . tang. '^ ; 



on aura donc 

zz=:zy .COS. Ô.tang. (^ — a;. sin. ô.tang. ^ 

En comparant cette équation à celle-ci , 



on aura 



d'où l'on tire 



o = ca; — cy-^~cz, 

c^=c. COS. 6 . tang. (p , 
c'==c.sin. Ô.tang. (p; 



1/ 

c 



tang.^r:^-^, 



^ v/(.'»_i_c" 



c 



Ainsi la position des nœuds et l'inclinaison de l'orbite sont dé- 
terminées en fonctions des constantes arbitraires c, c, c. 
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Au périhélie, on a 

rdr=Oj ou xdx-}-'ydy-^zdz=:o; 

soient donc X, Y, Z, les coordonnées de la planète à ce point; 
la quatrième et la cinquième des équations (P) du numéro pré- 
cédent donneront 

Z- Il 

Mais si Ton nomme /, la longitude de la projection du périhélie, 
sur le plan des x et des j, cette longitude étant comptée de Taxe 
des X, on a 



partant 



-T7=:tang./; 



lang. /=^; 



/ 

ce qui détermine la position du grand axe de la section conique. 

Si de i équation r\ ^-- j— =h% on élimine 

-^^ , au moyen de la dernière des équations (P) ; on 



dt 
aura 



u r* r' dr^ , , 



mais dr est nul aux extrémités du grand axe; on a donc à ces 
points , 

a. h' 

La somme des deux valeurs de r dans cette équation est le grand 
axe de la section conique, et leur différence est le double de l'ex- 
centricité; ainsi, a est le demi-grand axe de Torbite, ou la dis- 
tance moyenne de m à M; et i / i ^ est le rapport de lex- 
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centricîté au demi-grand axe. Soit e, ce rapport; on a, parle 
numéro précédent , 

a~ h* ' 

on aura donc (xe=/. On connaîtra ainsi tous les éléments qui 
déterminent la nature de la section conique, et sa position dans 
Tespace. 

20. Les trois équations finies trouvées dans le numéro précé- 
dent, entre x, j, z et r, donnent a:, j, z en fonctions de r; ainsi, 
pour avoir ces coordonnées en fonctions du temps, il suffit d'a- 
voir le rayon vecteur r, dans une fonction semblable, ce qui exige 
une nouvelle intégration. Pour cela, reprenons l'équation 

on a, par le numéro précédent, 
on aura donc 

rdr 



dt 



V^\/ 



r* 

2 r a. f 1 — e*) 



Pour intégrer cette équation, soit r=ia.[ i — ^.cos. u) ; on aura 

7 a * . du I V 

af= — — - . ( 1 — c.cos. m) , 

d'où l'on tire, en intégrant, 

t -f- r= — zi: . ( a — e. sin. u ) ; [S) 

T étant une constante arbitraire. Cette équation donne u , et par 

TOME I. 25 
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conséquent r, en fonction de t; et comme x, y,z, sont donnés en 
fonction de r, on aura les valeurs de ces coordonnées , pour un 
instant quelconque. 

Nous voilà donc parvenus à intégrer complètement les équa- 
tions différentielles (0) du n** 17 ; ce qui a introduit les six arbi- 
traires a,e,I,d,(p,eiT: les deux première^ dépendent de la 
nature de l'orbite; les trois suivantes dépendent de sa position 
dans l'espace; et la dernière est relative à la position du corps m, 
à une époque donnée, ou, ce qui revient au même, elle dépend 
de l'instant de son passage au périhélie. 

Rapportons les coordonnées du corps m à des coordonnées 
plus commodes pour les usages astronomiques, et pour cela nom- 
mons V l'angle que le rayon vecteur r fait avec le grand axe, en 
partant du périhélie ; l'équation à l'ellipse sera 



a.(i — e*) 

1= — ^ ^ 

e.cos. V 



L'équation r=a. (i — e.cos. u), du numéro précédent, indique 
que u est nul au périhélie, en sorte que ce point est l'origine des 
deux angles u et v ; et il est facile de s'assurer que l'angle u est 
formé par le grand axe de l'orbite, et par le rayon mené de son 
centre, au point où la circonférence décrite sur le grand axe 
comme diamètre est rencontrée par l'ordonnée menée du corps 
m perpendiculairement sur le grand axe. Cet angle est ce que 
l'on nomme anomalie excentrique, et l'angle v est Y anomalie vraie. 
En comparant les deux expressions de r, on a 



I — e* 
1 — e . COS. M = - 



d'où l'on tire 



e . COS. V * 



tang 



'T^=y 7^7 -tang.lii. 



Si l'on fixe l'origine du temps t, à l'instant même du passage du 
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corps m, par le périhélie, T sera nul; et en faisant pour abréger 

J^-=ii, on aura nt=u — e. sin. u. En rassemblant ces équations 
du mouvement de m, autour de M, on aura 



tang 



nt — - H — e.sin. u, 
r = a . ( 1 — e. cos. a ) , 



(/) 



Fangle nt étant ce que Ton nomme anomalie moyenne. La pre- 
mière de ces équations donne n en fonction du temps t, et les 
deux autres donneront r et r, lorsque u sera déterminé. L'équa- 
tion entre u et f est transcendante, et ne peut être résolue que 
par approximation. Heureusement les circonstances des mouve- 
ments célestes donnent lieu à des approximations rapides. En 
efifet, les orbes des corps célestes sont ou presque circulaires, ou 
fort excentriques, et dans ces deux cas on peut déterminer « et f 
par des formules très-convergentes que nous allons développer. 
Pour cela , nous donnerons sur la réduction des fonctions en séries 
quelques théorèmes généraux qui nous seront utiles dans la suite. 
2L Soit u une fonction quelconque de a, que Ton propose 
de développer par rapport aux puissances de a. En représentant 
ainsi cette suite. 



u = u -4- a . ^, -h a* . ^, -i- a\ ^3 - f- a" . </„ h- a""*"' . 9^^, -k etc. 

u, q,y ^,, etc. étant des quantités indépendantes de a; il est clair 
que u est ce que devient «, lorsqu'on y suppose a=o\ et que 
Ton a , quel que soit n , 

(-7-^1= 1.2.3 — /i.^„-f-2.3...(7i-hi). a.^„^,-t-etc. 
la différence ( -1-^ \ étant prise en faisant varier tout ce qui dans u 



25. 



196 MÉCANIQUE GÉLESTE.- 

doit varier avec a. Partant, si Ton suppose après les difFérentia- 

tions a = o , dans l'expression de | -j-^ J , on aura 

Si u est fonction des deux quantités a et a , et que l'on propose 
de le développer par rapport aux puissances et aux produits de a 
et de a; en représentant ainsi cette suite, 

M==u-f-a.ç,,o-l-a\ç,,^-f-etc. 

H-a . 9^., -hoa'.^,,, -4-etc. 

-+-a\çoa-f-etc. 

le coefficient 9„,„', du produit a".»'"', sera pareillement égal à 



\da\da-') 



l*3aO»**afC« l»3*0«**«fC 



/ ï 



a et a étant supposés nuls après les différentiations. 

En général, si u est fonction de cl, a, cl\ etc. et quen le dé- 
veloppant dans -une suite ordonnée par rapport aux puissances 
et aux produits de a, a, ol\ etc. on représente par 
CL". CL''' . ol'"'. etc. 7„,„',„'',eic. le terme de cette suite qui a pour fac- 
teur le produit a", a "'. a'"", etc. on aura 

(y/n-i-n'-Hn"-»-etc. ^ \ 
da\da'-\da"-\^.) 

(jn.n'.n^eic. 1.2. 3. ...71. 1.2.3. ...U, 1 .2 .3....^^ CtC. ' 

pourvu que Ton suppose a, a, (x\ etc. nuls après les différen- 
tiations. 

Supposons maintenant que u soit fonction de a, a, a, etc. et 
des variables ( , {, f, etc. si par la nature de cette fonction , ou 
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par une équation aux difierences partielles qui la représente, on 
parvient à obtenir 

rfa".rfa'«'.etc. / 

en fonction de u, et de ses diflFérences prises par rapport à t, t\ etc. 
en nommant F cette fonction , lorsqu'on y change u dans u , u 
étant ce que devient u, lorsqu'on y suppose a, a, etc. égaux à 
zéro; il est visible que l'on aura 9„,n',ctc. ^n divisant F par le 

produit 1.2.3 /i . i . 2 . 3 n. etc. on aura donc la loi de la 

série dans laquelle n est développé. 

Soit d'abord n égal à une fonction quelconque de f+a, f +a', 
t'+a", etc. que nous désignerons par (p [t+ct, f' + a, f' +a", etc.) : 
dans ce cas, la différence quelconque i™ de u, prise par rapport 
à a, et divisée par dcC, est évidemment égale à cette même diffé- 
rence prise par rapport à f , et divisée par dv. La même égalité a 
lieu entre les différences prises par rapport à a et t', ou par rap- 
port à a" et t\ etc. d'où il suit que l'on a généralement 



\da\ da'-'. da,"-\ etc. j 



^7/i-Hn'-t-n''-i-etc. n 

dr.dl''''.dt"''". etc. I • 



ËD changeant dans le second membre de cette équation , u en u , 
c'est-à-dire , en (^ {t, t', t", etc. ) , on aura , par ce qui précède , 

/ d''*"'*""*'^-.<p{t,t', t", etc.) \ 
V rfr.rff'"'. (/<""". etc. ) 
ffH.n'.n'.etc. 1.2.3.... n. 1.2.3.... «'. 1 .2. 3 .... n". etc. ' 

t 

Si a est seulement fonction de t-^a, on aura 

d\(p{t) 

^" i.2.3....n.(Zr' 

partant 
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Supposons ensuite que n, au lieu d'être donné immédiatement 
en a et t, comme dans le cas précédent, soit une fonction de x, x 

étant donné par Téquation aux diflFérences partielles, ( -r-j =^\-r'\ 

dans laquelle z est une fonction quelconque de x. Pour réduire u 
dans une suite ordonnée par rapport aux puissances a, il faut 

-^i:] dans le cas de a=o ; or on a, en 
vertu de l'équation proposée aux différences partielles , 



on aura donc 



\da) ~ \dx) • \doL)~^' \dx) ' \dt) ' 

(du\ (d.Çzdu\ n\ 
iû)=\dr)' W 



En difFérentiant cette équation par rapport à a, on aura 



(dda\ /(/(/. Çzdu \ 
l^f^y dadl )' 

or l'équation (A) donne, en y changeant u en fzdu, 

(d . fz da\ /d . fz* du\ 
Ja )~\ dt )' 

partant 

/ddu\ _ { dd.Jz*du \ 
\doi')~\ dr )' 

En difFérentiant encore par rapport à a, on aura ' 



^\ _ /(/'. fz*du \ 
'^J^y dadr )' 



or l'équation (/c) donne, en y changeant n en fz'dii, 



{d.fz'da \ _ {d.fz'du \ 
[ da )~[ dt j' 
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partant 

/ d'u \ / d\(z'du \ 

\da)~\ dt' )• 

En suivant ce procédé, il est aisé d'en conclure généralement. 



yiû') \ dr~) 




Supposons maintenant, qu'en faisant a = o, on ait x =— T, 
Tétant une fonction de t; on substituera cette valeur de x, dans ■: 
et dans u: soient Z et u, ce que deviennent alors ces quantités; 
on aura dans la supposition de a —: o , 

du 



(d-uA 

[da")'^ 






et par conséquent, on aura , par ce qui précède, 

'f"'~ i.2..S....n.tZr— ' 
ce qui donne 



V du 

dl 1 .a 



.2 • dt ^ 1.3.3' (ll^ 1 ' 



Il ne s*agit plus maintenant que de déterminer la fonction do t 
et de a, que x représente, en intégrant l'équation aux difleronces 

partielles f-^|=z|-7-j. Pour cela, on observera que 
en substituant au lieu de ( -p| , sa valeur z . l-j-j , 



on aura 



d 



ax 



^^i^ Adt-^zd(t\ = (j^ .\d.[t^^ 
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on aura donc 

_(S)-^-('-+-«^) 



dx 



\ax/ \dtj 



ce qui donne, en intégrant, x=^(p[t-+-OLz)^ (p (f-haz) étant une 
fonction arbitraire de t-\-OLz; en sorte que la quantité que nous 
avons nommée T'est égale à (p[t). Ainsi, toutes les fois que Ton 
aura entre a: et a une équation réductible à cette forme, 

x=(p[t+aLz)\ 

la valeur de u sera donnée par la formule (p ), dans une suite or- 
donnée par rapport aux puissances de a. 

Supposons maintenant que u soit une fonction des deux va- 
riables X et x\ ces variables étant données par les équations aux 
différences partielles, 

(dx\ fdx\ /dx\ , fdx\ 
lû)~^' \dt) ' \rf?j — ^ • [dT) ' 

dans lesquelles z et z sont fonctions quelconques de x et x. Il est 
facile de s'assurer que les intégrales de ces équations sont 

x= (p ( f -h az) , x = \|/ ( f'-4-aV) ; 

(^ (/-4 az) et \|/ (f'-4-aV) étant des fonctions arbitraires, Tune de 
t-^oLz, et l'autre, de f'-haV. On a de plus 

(du\ /du\ (^^\ ' /^'*\ 

di)'-"'''\dT)' \7û')—^'\dr)' 

Cela posé, si l'on conçoit x éliminé de u et de z, au moyen de 
l'équation a?'= \|/ (f'-i-a z'); u et z deviendront des fonctions 
de X, CL, et ï sans a ni t; on aura donc par ce qui précède. 



(• 
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Si l'on suppose a=o, après les diiférentiations, et si, de plus> ou 
fait dans le second membre de cette équation a;=(p (f-f-az"), et 

par conséquent |^| = 2". (77); on aura, dans ces suppositions , 



et par conséquent, 




\da\da'''j 




On aura pareillement 



( 



c/"'.«\ l'^" ''[da' 



da'"' ~\ dt'"'-' 




en supposant a' nul après les différentiations , et en supposant de 
plus dans le second membre de cette équation, x'=y\/ (f'-t-aV"'); 
on aura donc 



[da". da'"') 



</"*"'- 


-> / ""•» \ 


'\dada') 


rfr- 


'.dr-'-' 



pourvu que Ton fasse a et a nuls après les difTérentiations, et que 
de plus on suppose dans le second membre de cette équation, 

ce qui revient à supposer dans ce second membre, comme dans 
le premier, 

et à changer dans la différence partielle ( , , , j de ce second 
membre, z en z", et z en z"'. On aura ainsi dans ces supposi- 

Tom I. 26 
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tions, et en changeant, de plus, z en Z, z' eu Z', et a en u, 



9».»' 



\ 1.2.3.... 71. 1.2.3.... 7l'.dr-».(ff ''»'-'/' 



En suivant ce raisonnement, il est facile d'en conclure que si 
Ton a les r équations , 

X =n(t -f-az J, 
etc. 

z, z, z\ etc. étant des fonctions quelconques de x, x\ x\ etc. 
si Ton suppose a fonction des mêmes variables, on aura géné- 
ralement 

\da,da ,da . etc./ 

9n, n'. re, «te =y ^ ^ 3 ^ ^ ^ .3...n\ 1 . 2 .3.. ./l^etc.rfr-^A'"'-^rff "'-^ etc./' 

pourvu que dans la différence partielle ( -t — , / , ^ ) , on 

Vuât.uA.uA. etc. y 

change z en z", z en z'"', etc. et qu ensuite on change z en Z , 
z en Z', / en Z\ etc. et u en u. 

S'il n'y a qu'une variable x, on aura 

partant 

^'* 1.2.3...7l.rfr-»' 

S'il y a deux variables x eix, on aura 



m — 1 



(du\ (du\ 
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eh différentiant cette équation par rapport à ai^ on aura 



(ddu\ (dz\ ldu\ 



z. 



(dda\ 
\d7dt)' 



or on a 



(^,J = 2;'. (^,) , et en changeant, dans cette équation, 



a en z, on a 



donc 



(dz\_^.(dz\, 
\da')—^-\dt')' 



(S)-(^)-'-(ë)(^)- 

En supposant, dans le second membre de cette équation, a et a* 
nuls, et en y changeant z en Z^ z' en Z'*', et u en u, on aura la 

valeur dé f . "; |, dans les mêmes suppositions; ce qui donne 

'"'"' 1.2.3.... 71. rfr-\ 1.2.3.... 7l'. rff'"'-* 

En continuant ainsi, on aura la valeur de 9„, »',«•, etc. pour un 
nombre quelconque de variables. 

Quoique nous ayons supposé u, z, z, z", etc. fonctions de x, 
x\ X y etc. sans f, f', f", etc. on peut cependant supposer qu elles 
renferment ces dernières variables; mais alors en y désignant ces 
variables par f , f ', f ", etc. il faudra supposer f , t', f^', etc. cons- 
tants dans les différentiations, et restituer après ces opérations, 
f, f', etc. au lieu de i^y t[y etc. 

22. Appliquons ces résultats au mouvement eUip tique des 
planètes. Pour cela nous reprendrons les équations (y*) du n** 20. 
Si Ton compare l'équation /if=tt— e.sin. a, ou ii=/if+e.sin. u, 
avec celle-ci x=^(^ (f-H-az); x se changera en a, f en nf, a en 

S6. 
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ty z en sin.a, et ^ (<^-a^) en nf-Hc-sin.a; la fonkiule (p) du 
numéro précédent deviendra donc 

^ (») = ,// {/if)-+-c.>|/ (re0.sm.nf-+-^-^. <^^ ^^^ ! 

>^' (n f) étant égal à \ ■■-. Pour développer cette formule, nous 

observerons que c étant le nombre dont le logarithme hyperbo- 
lique est l'unité, on a 

^^° • " '= V — ^^^i — / ' V ~- — f ' 

ï étant quelconque. En développant les seconds membres de ces 
équations, et en substituant ensuite, au lieu de c^'^^~* et de c"""**'^^~^, 
leurs valeurs cos.rnf-f-N/ — i.sin.rnt, et cos. rnf — V^ — i.sin.rnf, 
r étant quelconque; on aura les puissances i de sin.nt^ et de 
COS. Tif, développées en sinus et cosinus de langle n/ et de ses 
multiples; cela posé, on trouvera 

sin. /i t H sin*. « f H ^ • sin\ n f H s-r . sin.* n f -h etc. 

1.2 1.2.0 1.2.0.4 

= sin.7lf — . JCOS. 2 71/--1 I 

V-; • jsin.3« f--3.sin./i i \ 

— ^-T-j.icos.Aw^— 4.cos.2nf+- .-^1 

l.S.3.^.3' J -» -» 2 J.l ) 

— /, - . . siD.5wf~5.sin.37i/ + -^.sin.nn 

«• ( axa 4 X . 6.5 _ . i 6.5.4, 

■î.JcGs.Dw/— D.cos.an^H .cos.2nf — . 



1.2.3.4.5.6.9* f * * 1.2 3 1.9.3 

— etc. 

Soit P cette fonction; on la multipliera par ^'(n/), et Ton diflFé- 
rentiera cbacun de ses termes, par rapport à t, un nombre de 
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fois indiqué par la puissance de e qui le multiplie, dt étant sup- 
posé constant; on divisera ces différentielles par la puissance 
correspondante de ndt. Soit F la somme de ces différentielles 
ainsi divisées; la formule [q) deviendra 

'^{u) = '^{nt)'+-eF. 

Il sera facile d*obtenir par cette méthode les valeurs de l'angle n , 
et des sinus et cosinus de cet angle et de ses multiples. En suppo- 
sant, par exemple, \|/ (u)=sin.iu; on aura \|/'(nf) = i.cos. mf. 
On multipliera la valeur précédente de P par i. cos. in t, et l'on 
développera ce produit en sinus et cosinus de Tangle ntei de ses 
multiples. Les termes multipliés par les puissances paires de e 
seront des sinus, et les termes multipliés par les puissances 
impaires seront des cosinus. On changera ensuite un terme 
quelconque de la forme K.e*\siu.snt dans ^Ke^'.s^'^sin.snt, le 
signe -h ayant lieu si r est pair, et le signe — ayant lieu si r est 
impair. On changera pareillement un terme quelconque de la forme 
K ^''^'. COS. $nt dans ::p K e*'^'*'' . s*'^'^'. sïn. snt , le signe — ayant lieu 
si r est pair, et le signe -h ayant lieu si r est impair. La somme 
de tous ces termes sera la valeur de P, et Ton aura 

sin. i u = sin . 1 71 f -f- e P'. 
Si Ton suppose \|/(tt) = a, on aura \|/'(7if) = i, et Ton trouvera 



e* 



u=n t+e.sin.n t H . 2 .sm. 2nt 



1.2. s 



H ^5-1 . j 3'.sin. 3 n f — 3 .sin. n t j 

1.1.3.2* ( ) 



e* 



+ -j-jyT^.{4'.sin.4w^— 4.2\sin.2 7i/ } 

+ — 5Vr-i-lô*.sin.57if— 5.3*.sin.3/i/ + -^.sin.7i/ 
1.2.3.4.5 2^ ( 1.2 

+ etc. 

Cette série est fort convergente pour les planètes. Ayant ainsi dé- 
terminé u, pour un instant quelconque, on en tirera, au moyen 
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des équations (/) du n° 20, les valeurs correspondantes de r et 
de u; mais on peut avoir directement ces dernières quantités, en 
séries convergentes, de cette manière. 

Pour cela, nous observerons que Ton a, par le n"" 20, 
r=a.(i — eœs.u); or, si dans la formule (^), on suppose 
•^(^u) = i — ecos.u, on aura '^'[nt)=esin.nt, et par consé- 
quent 

\—e.cosM=i — ecos.nt+e^.sin*.nt-\- — . — j- r. — mr — h etc. 

i.a ndt i.a.3 nrdt* 

On aura donc, par l'analyse précédente. 



r f' 



a 2 



H e .COS. nt 



e» 



— .COS. 2 71^ 
a 



;.j3.COS.37lf 3.COS.7l/( 

— 5— ;. 4*.cos.4w^ — 4.2'.cos.a7if { 

— ^-T— T.}5\cos.57if — 5.3'.cos.37if-f--^.cos.nn 

i.a.3.4.a* ( i.a ) 

î . 6*. COS. 671 f — 6. 4*. COS. 4w ^-4--^ 2*. COS. an ^ 



1.3.3. 4*5. a' ( i.a 

— etc. 

Considérons présentement la troisième des équations [fj du n*" 20: 
elle donne 

sin-jv / 1-4-e sin.-^K 



îos.jv y I 



COS.tV V I — e COS.-rtt 



En substituant dans cette équation, au lieu des sinus et des cosi- 
nus, leurs valeurs en exponentielles imaginaires, on aura 



wvcrî , /, I o / ^ov^ 



C""-' — 1 fi-he i£ 



en supposant donc 



-+-/ 
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on aura 

C r 



1 — X.c 

et, par conséquent, 

doù Ton tire, en réduisant les logarithmes en séries, 

t;=u-4-2X.sin.aH .sin.2a-f--ô--sin.3aH — 7-.sin.4tt-+-etc. 

2 o a 

On aura, par ce qui précède, u, sin. u, sin. 2 u, etc. en séries or- 
données par rapport aux puissances de e, et développées en sinus 
et cosinus de l'angle n f et de ses multîples; il ne s*agit donc, pour 
avoir v exprimé dans une suite semblable, que de développer 
les puissances successives de X, en séries ordonnées par rapport 
aux puissances de e. 

L*équation «= 2 , donnera, parla formule [p) du numéro 

précédent, 

i_i. i.e* 1.(1-4-3) e' i,[i-^^l^),[i-^5) e' 



H* 2* 2'"*"* 1.2 2*"*"* 1.2.3 2 



1-H6 



etc. 



et comme on a u = i-f-\/i — e\ on aura 

xtii.U JiV+iiË±!) .(i)Viii±M±«) .(i\ V etc. |. 

a* ( \2/ 1.2 \2y 1.2.3 \2/ ) 

Cela posé, on trouvera, en ne portant l'approximation que jus- 
qu'aux quantités de l'ordre e* inclusivement, 

v=n t-+A 2 e — 7 .e'H — - • e^\. sin. n t -4-7 .e* — ^ • e*H — ^ . e« I . sin. 2 n t 

( 4 96 ) (4 24 19a ) 

( i3 , A3 J • Q ^ . (»o3 . 45i J . , . 
(Tî-^ — 64-^ i-'^^-^^'^-^-^ 48^-^r''''^''' 

^^ .e*.sin. 6 nt-h ^^ .^•.sin. 6 nt 
960 960 
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Les angles v et nt sont ici comptés du périhélie; mais si Ton 
veut compter ces angles de l'aphélie , il est clair qu'il suffît de 
faire e négatif dans les expressions précédentes de r et de v. Il 
suffirait encore d'augmenter dans ces expressions, l'ange nt, de 
la demi-circonférence , ce qui rend négatifs les sinus et les cosinus 
des multiples impairs de nt : ainsi les résultats de ces deux mé- 
thodes devant être identiques, il faut que dans les expressions 
de r et de v, les sinus et les cosinus des multiples impairs de nt 
soient multipliés par des puissances impaires de e, et que les sinus 
et cosinus des multiples pairs du même angle soient multipliés 
par des puissances paires de cette quantité. C'est, en effet, ce 
que le calcul confirme à posteriori. 

Supposons qu'au lieu de compter l'angle v, du périhélie, on 
fixe son origine à un point quelconque; il est clair que cet angle 
sera augmenté d'une constante que nous désignerons par 'cy, et 
qui exprimera la longitude du périhélie. Si au lieu de fixer l'ori- 
gine de f à l'instant du passage au périhélie, on le fixe à un ins- 
tant quelconque, l'angle nt sera augmenté d'une constante que 

nous désignerons par e — tzr; les expressions précédentes de - et 



r 
a 
de V deviendront ainsi 



-=i+Y^^—[e--je').cos.[nt+e—^)—{\e*--\e^).cos.2[nt+e-'^^ 
vz=nt+e+[2e—\e').sïn.[nt+e--^)+[Y^-'^e').sm.!i{nt+e'- 

V est la longitude vraie de la planète, et nf-he est sa longitude 
moyenne, ces deux longitudes étant rapportées au plan de 
l'orbite. 

Rapportons maintenant le mouvement de la planète à un plan 
fixe, peu incliné, à celui de l'orbite. Soit (p l'inclinaison mutuelle 
de ces deux plans, et 6 la longitude du nœud ascendant de l'or- 
bite , comptée sur le plan fixe ; soit € cette longitude comptée sur 
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le plan de lorbite, en sorte que 6 soit la projection de ê; soit 
encore r la projection de v sur le plan fixe. On aura 

tang. [v — ô) = cos.(p.tang. (v— ê). 

Cette équation donne v en v, et réciproquement; mais on peut 
avoir ces deux angles l'un par l'autre, en séries fort convergentes , 
de cette manière. 

On a conclu précédemment la série 

-5-t;=:^K-f-X.sin. uH . sin. aw-h-^. sin. 3m -h etc. 

de Téquation 



/ 1 -+- € 
tang.yvi^ \ / — — — .tang.ytt, 

-^ en faisant 



v/t 



s/' 



1 -he 
h 1 



c 



Si Ton change y t;, en r — ô; y u en i; — ê; et w — — en cos. (^; 
on aura 

^ COS.® 1 . . 1 ^ 

X= i = — - tang^.i ; 

COS. <p -4-1 & 2 r ^ 

Téquation entre y t; et -|- u, se changera dans Téquation entre t\ — 6 
et î? — ê, et la série précédente donnera 

V — 0=:t? — ê — tang'.-|-9.sin.2 (r — êj+y-tang^-y^ -^^"^-^ (^"~^) 
— y . tang* .Y(p.sin.6(i; — ê)+ etc. 

Si dans Téquation entre y v et y u, on cliange y i; en v — 6 , y m 



en î? — 0, et V / '""^ en , on aura 

y 1 — e COS. (p 

X = tang\|(p, 

TOM£ I. 27 
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et 

i;-^-:!;^ -9 f-tang\|(p.sin.2 (v^-ô) -f- 1. tang*.|9. sin.4(v -0) 

f-y.tang'.Yip.siii. 6 {v^ — d) + etc. 

On voit ainsi que les deux séries précédentes se changent récipro- 
quement Tune dans l'autre, en changeant le signe de tang'. ^ ^> 
et en changeant l'un dans l'autre les angles v — 6, et i; — S. On 
aura v — 6, en fonction de sinus et de cosinus de nf et de ses 
multiples, en observant que l'on a, par ce qui précède, 

yz-~nt ^e~+ eQ, 

Q étant une fonction des sinus de l'angle nt-{- e — t«T, et de ses 
multiples; et que la formule [i) du n*" 21 donne, quel que 
soit i, 

sin. /(v-— ê)=:r-.sin. i[nt-i-e — ê-i-eQ) 



1 — 



] .2 



— '-^. etc. j . sin. i (/if+e— S) 

-\-\ieil ^-f TT~t. — 6tc. I . COS. i (nf + e— 6) . 

Enfin 5 étant la tangente de la latitude de la planète , au-des- 
sus du plan fixe, on a 

5=:tang. (p. sin. (v — ô) ; 

et si l'on nomme /; le rayon vecteur r projeté sur le plan fixe, on 
aura 

r --rr. ( 1 -;-5*)~" ' =:r. ! 1 -\^^-^-\r -etc. j; 

on pourra donc ainsi déterminer v^, 5 et r en séries convergentes 
de sinus et de cosinus de l'angle ni y et de ses multiples. 

23. Considérons présentement les orbites fort excentriques, 
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telles que celles des comètes; et pour cela, reprenons les équa- 
tions du n*^ 20. 

a.(i — e*) 



e.cos.v ' 



n f = u — e. sin. u , 




tang.|i;=i/^-^.tang.|«. 



Dans le cas des orbites fort excentriques, e difiFère très-peu de 
Tunité; nous supposerons ainsi i — e = a, a étant fort petit. Si 
l'on nomme D, la distance périhélie de ]a comète, on aura 
D:= a.[i — e)=aa; Fexpression de r deviendra donc 

[2—a).D D 



2 COS.* -^ V — a . COS. V . , \ a 



cos.*4- V. \ 1 H — tang*.Yi;| 



2 -i - ■ 2— a D-2-J 

ce qui donne , en réduisant en série , 
D 



COS.-V f 2 



.tang".yt;-+-(— ^— j .tang*.|i; — etc. . 



Pour avoir le rapport de v au temps t, nous observerons que l'ex- 
pression de Tare par la tangente donne 

u = i .tang.yu. j 1 — y.tang".YW-f-y.tang*.Ytt — etc. j; 
or on a 



tang.|tt=i/^-^.tang.|i;; 
on aura donc 



o = ^-y^7Z:^-tang.|i;.ji~|.^^j.tang'.|i;+|.^ 
on a ensuite 
sin.tt= J !^^taDg^^^tt ~ ^ ' *^^g' T» ' i 1 — tang*.|ttH-tang*.|n — etc. }; 

27. 
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d'où Ton tire 



.M==:2.(i-a)Y^.tang.|t;.ji~^.tang^^ 

Eu substituant ces valeurs de u et de e.sin.u, dans Téquation 
nt=u — e.sin.u, on aura le temps t, en fonction de l'anomalie v, 
par une suite très-convergente; mais avant que de faire cette subs- 
titution , nous observerons que Ton a par le n*" 20, n = a ' . \(i; 
et comme D=^(xa, on aura 



1 _ D 

n 



• V^ 



On trouvera , cela posé , 



t= - .tanff.-5-v{ 1 +- ' .tSLUçC'T^-^ ^ ^T- • tang*. 4- i;+etc 

Si Torbite est parabolique, a=:o, et par conséquent 

D 

p ————— • 

COS'.jV ' 

« = ^^^-.itang.ii; + |.tang^.iî;!. 

s/il 

Le temps t, la distance D, et la somme (x des masses du soleil et 
de la comète, sont des quantités hétérogènes qui, pour être com- 
parables, doivent être divisées chacune par des unités de leur es- 
pèce. Nous supposerons donc que la moyenne distance du soleil 
à la terre est Tunité de distance, en sorte que D est exprimé 
en parties de cette distance. Nous observerons ensuite que si Ton 
nomme T le temps d'une révolution sidérale de la terre que 
nous supposerons partir du périhélie, on aura dans l'équation 
nt^^u — e.sin.Uj tt=o, au commencement de la révolution, et 
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K = 2 ir , à la fin , ir étant la demi-circonférence dont le rayon est 

l'unité; on aura donc nT=2 ir; mais on a /i = a * .Y/(x=:\/fi, 
à cause de a = i; partant 

La valeur de (i n'est pas exactement la même pour la terre que 
pour la comète; puisque dans le premier cas elle exprime la 
somme des masses du soleil et de la terre; au lieu que dans le 
second cas elle exprime la somme des masses du soleil et de la 
comète; mais les masses de la terre et de la comète étant beaucoup 
moindres que celles du soleil, on peut les négliger, et supposer 
que (i est le même pour tous ces corps, et qu'il exprime la masse 

du soleil. En substituant donc au lieu de yfi, sa valeur -777, dans 

* JL 

l'expression précédente de t; on aura 

t^ — ^.ttang.|t'-4-|.tang\|i;j. 

Cette équation ne renferme plus que des quantités comparables 
entre elles; elle donnera facilement t, lorsque v sera connu; mais 
pour avoir v, au moyen de t, il faut résoudre une équation du 
troisième degré, qui n'est susceptible que d'une seule racine réelle. 
On peut se dispenser de cette résolution , en faisant une table des 
valeurs de v, correspondantes à celles de t, dans une paral)ole 
dont la distance périhélie est l'unité, ou égale à la moyenne dis- 
tance de la terre au soleil. Cette table donnera le temps corres- 
pondant à l'anomalie v, dans une parabole quelconque dont D 

est la distance périhélie, en multipliant par D', le temps qui ré- 
pond à la même anomalie dans la table. On aura l'anomalie v, 

correspondante au temps t, en divisant t par D\ et en cher- 
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chant dans la table l'anomalie qui répond au quotient de cette 
division. 

Supposons maintenant que Ton cherche Tanomalie v, corres- 
pondante au temps t, dans une ellipse fort excentrique. Si Ton 
néglige les quantités de l'ordre a% et que Ton remette i — e, au 
lieu de a, l'expression précédente de t en v, dans l'ellipse, don- 
nera 

i—£2j\/ï j^ng-T^^-T-tang\|r 
"" V/^ '(-^-(i— ^)-tang.|t;.t| — |.tang«.|t;— |.tang*.it;}j* 

On cherchera, par la table du mouvement des comètes, Tano- 
malie qui répond au temps t, dans une parabole dont D serait 
la distance périhélie; soit U cette anomalie, et U-hx, l'anomalie 
vraie dans l'ellipse, correspondante au même temps, x étant un 
très-petit angle. Si l'on substitue dans l'équation précédente 
U-h-x, au lieu de v, et que Ton réduise le second membre en 
série ordonnée par rapport aux puissances de x, on aura, en né- 
gligeant le carré de x, et le produit de x par i — e, 

mais on a par la supposition, 

3 

ï -^ ^^^ .1 tang. I f/-+-i- . tang^ i f/|; 

on aura donc, en substituant au lieu du petit arc x, son sinus, 

sin. a;=^ . (i — e) . tang. 1 f/. { 4 — 3 . cos*. | U~ 6 . cos\| f/ j. 
Ainsi, en formant une table des logarithmes de la quantité, 

^.tang.Yf/.[4 — 3. COS.' Y f^ — 6.cos.*yJ7{; 
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il suffira de leur ajouter le logarithme de i — e, pour avoir celui 
de sin. x : on aura par conséquent la correction à faire à l'ano- 
malie U, calculée dans la parabole, pour avoir l'anomalie corres- 
pondante dans une ellipse fort excentrique. 

24. H nous reste à considérer le mouvement dans une or- 
bite hyperbolique. Pour cela, nous observerons que dans l'hy- 
perbole le demi-grand axe a devient négatif, et l'excentricité e 
surpasse l'unité. En faisant donc dans les équations [f) du n*" 20, 



u 



a= — a, et u= , et en substituant, au lieu des sinus et 

des cosinus, leurs valeurs en exponentielles imaginaires, la pre- 
mière de ces équations donnera 

a ' 

La seconde deviendra 

rr=ia.j|(?.(c"'-4-c-"') — ij. 

Enfin, si Ton prend convenablement le signe du radical de la 
troisième équation, pour que v croisse avec t, et par conséquent 

avec n, on aura 

/ il 

tang.Yi; = \/ . ,r . 

Supposons dans ces formules, h =log. tang. (t''^ +~y'®)» ^ étant 
la demi-circonférence dont le rayon est l'unité, et le logarithme 
précédent étant hyperbolique; on aura 

-ix^ = e . tang. tar - log.tang. (|7r r-|t!y), 



a 



tang 



r=:ia . { 1 , 

(cos.nr ] 
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L'arc '\^ est le moyen mouvement angulaire durant le temps t, 



a 



(lu corps m, supposé mû circulairement autour de M, à la dis- 
tance a. Cet arc est facile à déterminer, en le réduisant en par- 
ties du rayon : la première des équations précédentes donnera, 
par des essais, la valeur de Fangle t«T correspondante au temps 
t; les deux autres équations donneront ensuite les valeurs corres- 
pondantes de r et de v. 

25. T exprimant la révolution sidérale d'une planète dont a 
est la moyenne distance au soleil, la première des équations [f) 
du n° 20 donnera n T= i ir ; mais on a par le même numéro 



n; on aura donc 



a' 



rwt 1 TS ,0, 



Si l'on néglige les masses des planètes, par rapport à celle du so- 
leil, (X exprimera la masse de cet astre, et cette quantité sera la 
même pour toutes les planètes; ainsi, pour une seconde planète 
dont a et T seraient la dislance moyenne au soleil, et le temps 
de la révolution sidérale, on aura encore 

on aura donc 

r*: T"*::a':a' ; 

c est-à-dire, que les carrés des temps des révolutions de diffé- 
rentes planètes sont entre eux comme les cubes des grands axes 
de leurs orbites; ce qui est une des lois découvertes par Kepler. 
On voit, par l'analyse précédente, que cette loi n'est pas rigou- 
reuse, et qu'elle n'a lieu qu'autant que l'on néglige l'action des 
planètes les unes sur les autres et sur le soleil. 
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Si Ton prend pour mesure du temps, le moyen mouvement 
de la terre, et pour unité de distance, sa moyenne distance au 
soleil, Tsera dans ce cas égal à air, et Ton aura a=i; l'expres- 
sion précédente de T donnera donc |x=i; d'où il suit que la 
masse du soleil doit alors être prise pour unité de masse. On 
peut ainsi, dans la théorie des planètes et des comètes, supposer 
(*=i, et prendre pour unité de distance, la moyenne distance 
de la terre au soleil; mais alors, le temps t est mesuré par Tare 
correspondant du moyen mouvement sidéral de la terre. 

L'équation 



2ir .a 



— 1 



V 

donne un moyen fort simple de déterminer les rapports des 
masses des planètes qui ont des satellites, à la masse du soleil. 
En effet, M représentant cette masse, si Ton néglige la masse m 
de la planète vis-à-vis de M, on aura 

rp 2 7r.a * 

Si Ton considère ensuite un satellite d'une planète quelconque m'; 
que l'on désigne par p, ]a masse de ce satellite; par h, sa moyenne 
distance au centre de m, et par T , le temps de sa révolution sidé- 
rale, on aura 

%■ 

partant, 

m'-^p _ h^ (TV 
M ~a''\T)' 

Cette équation donne le rapport de la somme des masses de la 
planète m' et de son satellite, à la masse M du soleil; en négli- 

TOME I. S8 
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géant donc la masse du satellite, eu égard à celle de sa planète, 
ou en supposant le rapport de ces masses connu, on aura le 
rapport de la masse de la planète à celle du soleil. Nous donne- 
rons, en traitant la théorie des planètes, les valeurs des masses 
de celles autour desquelles on a observé des satellites. 
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CHAPITRE IV. 



/ I 



DETERMINATION DES ELEMENTS DU MOUVEMENT ELLIPTIQUE 



26. Après avoir exposé la théorie générale du mouvement 
elliptique, et la manière de le calculer par des suites conver- 
gentes, dans les deux cas de la nature, celui des orbes presque 
circulaires, et le cas des orbes fort allongés , il nous reste à déter- 
miner les éléments de ces orbes. Si les circonstances des mouve- 
ments primitifs des corps célestes étaient données, on pourrait 
facilement en conclure ces éléments. En effet, si Ton nomme V 
]a vitesse de m, dans son mouvement relatif autour de Af , on aura 

T,, dx^-h'd y^-+-dz^ 

^ ~ dr ' 

et la dernière des équations (p) du n° 18 donnera 

K* = a. { 

^ [r a 

Pour faire disparaître jx, de cette expression, nous désignerons 
par U la vitesse que m aurait, s'il décrivait autour de M un 
cercle d'un rayon égal à l'unité de distance. Dans cette hypothèse , 
on a r=a=i, et par conséquent J7"=(x; donc 

r a 



Cette équation donnera le demi-grand axe a de l'orbite, au moyen 
de la vitesse primitive de m , et de sa distance primitive à M. a est 
positif dans l'ellipse ; il est infini dans la parabole , et négatif dans 



28. 
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rhyperbole; ainsi l'orbite décrite par m est une ellipse, une pa- 
rabole ou une hyperbole, suivant que V est moindre, égal ou 

plus grand que f7.\ /-. Il est remarquable que la direction du 

mouvement primitif n'influe point sur l'espèce de la section 
conique. 

Pour déterminer l'excentricité de l'orbite, nous observerons 
que si l'on nomme e l'angle que fait la direction du mouvement 

relatif de m, avec le rayon vecteur r, on a -j— = F', cos'. e. En 
substituant au lieu de V% sa valeur a. 1 , on aura 

(r a) 



d 
d 



F = f^-(7-ïï)-^^''-^' 



mais on a par le n*" 1 9 , 



on aura donc 



a.(i — e') = r\ sin*. e. | 1 , 

ce qui fera connaître l'excentricité ae de Torbite. 
L'équation aux sections coniques, 

a.(i — c') 

1= — ^ -. 

i-he.cos. V 

donne 

a.(i — e*) — r 



cos.v 



er 



On aura ainsi l'angle v que le rayon vecteur r fait avec la distance 
périhélie, et par conséquent on aura la position du périhélie. 
Les équations (/) du n*" 20 feront ensuite connaître l'angle 11, 
et, par son moyen, l'instant du passage par le périhélie. 

Pour avoir la position de l'orbite, par rapport à un plan fixe 
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passant par le centre de Af, supposé immobile, soit (p Tincli- 
naison de l'orbite sur ce plan, et ê l'angle que le rayon r forme 
avec la ligne des nœuds; soit de plus z l'élévation primitive de m 
au-dessus du plan fixe, élévation supposée connue, on aura 

r. sin. ê.sin. (p = z; 

en sorte que l'inclinaison (p de l'orbite sera connue , lorsque l'on 
aura déterminé ê. Pour cela, nommons X, l'angle supposé connu 
que fait avec le plan fixe la direction primitive du mouvement 
relatif de m; si l'on considère le triangle formé par cette direc- 
tion prolongée jusqu'à la rencontre de la ligne des nœuds, par 
cette dernière ligne, et par le rayon r; en nommant / le côté de 
ce triangle opposé à l'angle ê, on aura 

r.sin. 6 



Z 



sin.{e-|-e)' 



on a ensuite j = sin.X; on aura donc 

^ z . sin. e 

tang. 6 = 



r.sin.> — z.cos.e 



Les éléments de l'orbite de la planète étant déterminés par ces 
formules, en fonctions des coordonnées r et z, de la vitesse de la 
planète et de la direction de son mouvement, on peut avoir les 
\ariations de ces éléments, correspondantes à des variations sup- 
posées dans la vitesse et dans sa direction; et il sera facile, par 
les méthodes que nous donnerons dans la suite, d'en conclure 
les variations différentielles de ces éléments, dues à l'action de 
forces perturbatrices. 



Reprenons l'équation 



r a 



dans le cercle, a=^Vj et par conséquent K=: U . \j-\ ainsi les 
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vitesses des planètes dans des cercles différents sont réciproques 
aux racines carrées de leurs rayons. ^ 

Dans la parabole, a = oo^ partant F=f/.i /-; les vitesses 

dans les différents points de l'orbite sont donc alors réciproques aux 
racines carrées des rayons vecteurs, et la vitesse à chaque point 
est à celle qu'aurait la planète, si elle décrivait un cercle d'un 
rayon égal au rayon vecteur r, comme y/â : i . 

Une ellipse infiniment aplatie se change en ligne droite, et, 
dans ce cas, V exprime la vitesse de m, s'il descendait en ligne 
droite vers M. Supposons que m parte de l'état du repos , et que 
sa distance primitive à M soit r; supposons de plus que, parvenu 
à la distance r, il ait acquis la vitesse V, l'expression précédente 
de la vitesse donnera les deux équations suivantes : 

r a' Ira) 



il i r r ) 

d'où l'on tire V'=^U. \/—^ — ? — ■; 

c'est l'expression de la vitesse relative acquise par m, en partant 
de la distance r, et en tombant vers M de la hauteur r — r. On 
déterminera facilement, au moyen de cette formule, de quelle 
hauteur le corps m, mû dans une section conique, devrait tomber 
vers M, pour acquérir, en partant de l'extrémité du rayon vec- 
teur r, une vitesse relative égale à celle quil a à cette extrémité; 
car, Fêtant cette dernière vitesse, on a 

( r a] 
mais le carré de la vitesse acquise en tombant de la hauteur r — r', 

est 2 U'. '" ' , ; en égalant ces deux expressions , on aura donc 

i\['i a — r) 



r — r 



4a 



Dans le cercle a=r, et alors r — r = Yr; dans l'ellipse, on a 
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r — r <:iY^y ^ étant infini dans la parabole, on a r — rz^^r; et 
dans l'hyperbole, où a est négatif, on a r — r:>Y^' 
27. L'équation 

est remarquable, en ce quelle donne la vitesse indépendamment 
de Texcentricité de l'orbite. Elle est renfermée dans une équation 
plus générale qui existe entre le grand axe de l'orbite, la corde 
de l'arc elliptique, la somme des rayons vecteurs extrêmes, et le 
temps employé à décrire cet arc. Pour parvenir à cette dernière 
équation, nous reprendrons les équations du mouvement ellip- 
tique, données dans le n° 20, en y supposant pour plus de 
simplicité jx=i. Ces équations deviennent ainsi : 

a.(i — e') 

r= — ^ , 

i-t-e.cos.v 

r = a.[i — e. cos. u), 

t =a\ [u — e. sin. u). 

Supposons que r, v, u et t correspondent à la première extrémité 
de l'arc elliptique, et que r, v, u et { correspondent à l'autre 
extrémité, on aura 

/ a.(i — e*) 
f* — i i_ 

j-f-e.cos.i;" 
r=i a. (i — e.cos. u), 

Soit t — <=T, =6, =6, r\-r=iR: 

2 2 

si l'on retranche l'expression de t de celle de t', et si l'on observe (jue 

sin. u — sin. tt= a . sin. ê. cos. 6', 
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on aura 

T = 2a*.{ê — e.sin.ê.cos.ê'j. 

Si Ton ajoute Tune à l'autre les deux expressions de r et de r en 
u et u, et si l'on observe que 

COS. tt'-i-cos. tt= 2 . COS. ê . COS. ê'; 
on aura 

R=iia.[\ — e.cos.ê.cos.ê'). 

Maintenant, soit c la corde de l'arc elliptique, on a 

c*=r*-f-r' — 2 rr. COS. (v — i?'); 

mais les deux équations 



a.(i — e") f V 

— i 1 r=aA\ — e.cos. u , 

i-+-e.cos.v V ^ ' 



donnent celles-ci , 



a.fcos. u—e] . a . V/i— e*. sin. u 
CQS.v=^— -, sin.i;= — ^ 



On a pareillement 

, a.fcos. tt'—e) . , a.V/i — e*.sin. b' 

COS. i; = — ^ 7 ', sm.i;= — ^ ? ; 

r r 

on aura donc 

rr. COS. (v—v')=a*. (e— cos. u) .(e— cos.u )-t-a*. (i— ^).sin.u.sin.u ; 

et par conséquent, 

c^^^'Aa^. ( 1 — e^) . ( 1 — sin. u. sin. u — cos. u.cos. u ) 

a'c*. (cos. u — COS. u )*; 



or on a 

sin. u . sin. u -+- cos. u . cos. u = a . cos*.ê — i , 

COS. u — COS. u = 2 . sin. ê . sin. ê' ; 
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partant 

c* = 4 a*, sin*. ê . ( i — e\ cos*. ê' ) ; 

on a donc ainsi les trois équations suivantes, 

Rzn^ia. \ 1 — e.cos. € .cos. ê'j , 

T = 2 a ' . j € — e . sin. ê . cos. ê'| , 
c'=i4a*. sin*. ê. ji — e'.cos'. ê'j. 

La première de ces équations donne 

2a — it 



€ . COS. ê' 



2 a . COS. 6 ' 



en substituant cette valeur de a.cos. €', dans les deux autres, on 
aura 

T = 2a'. jê-+-(^-^^^— j.tang.êj, 
c» = 4 a\ tang». g . j cos\ € - ( ''''~^ )' I - 

Ces deux équations ne renferment point Texcenlricité e; et si 
dans la première on substitue, au lieu de €, sa valeur donnée par 
la seconde, on aura T en fonction de c, /? et a. On voit ainsi que 
le temps T ne dépend que du demi-grand axe, de la corde c et 
de la somme R des rayons vecteurs extrêmes. 
Si Ton fait 

2 a — R-hc , ia — R — c 

z= , z = ; 

'la ia 



la dernière des équations précédentes donnera 



COS. 2ê=2z'-i-y (i — z').(i — z^y, 

d'où Ton tire 

2 ê = arc . COS. z — arc . cos. z , 

TOME t. 29 



226 MECANIQUE CÉLESTE. 

arc. COS. z désignant ici l'arc qui a z pour cosinus, on a par con- 
séquent 

o sin. (arc.cos. 2:') — sin.(arc.cos. z\ 
tang.6= ^ f ^ '-* 

ou a ensuite z-f-z = ; l'expression de T deviendra donc, 

en observant que, si T est la durée de la révolution sidérale de 
la terre dont la moyenne distance au soleil est prise pour unité, 
on a par le n° 16, T=2tv ; 

T= — - — . lare. cos.2'—arc.cos.z—sin.(arc.cos.z')-fsin. (arc. cos.z)j. (a) 

Les mêmes cosinus pouvant appartenir à plusieurs arcs, cette 
expression de T est ambiguë, et il faut bien distinguer les arcs 
auxquels répondent les cosinus z et z. 

Dans la parabole, le demi-grand axe a est infini, et l'on a 

arc. COS. z — sin. (arc.cos. 2 ) ==-3-. 1 1 . 

En faisant c négatif, on aura la valeur de arc. cos. z— sin.(arc.cos.2) ; 
la formule (a) donnera donc pour le temps T employé à décrire 
l'arc sous-tendu par la corde c, 



le signe - ayant lieu, lorsque les deux extrémités de l'axe parabo- 
lique sont situées du même côté de l'axe de la parabole, ou lors- 
que l'une d'elles étant située au-dessous, l'angle formé par les deux 
rayons vecteurs est tourné vers le périhélie; il faut employer 
le signe H- dans les autres cas. T étant égal à 365 J°"", 2 5638, 



on a — =9J-«, 688754. 

1 2 TT 
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Dans rhyperboie, a est négatif; z et z deviennent plus grands 
que l'unité; les arcs, arc.cos. z et arc.cos. z sont imaginaires, et 
Ton a en logarithmes hyperboliques, 

arc . COS. z = —:z=z - log. ( z H- sj z* — i ) , 

V/— I 

arc . COS. 2'= —=z . log. ( z'-f- \J z'^ — 1 ) ; 

V/— 1 

la formule [a) devient ainsi, en y changeant a dans a, 

''"'^•^V'^^=FV'^^-log.(z 

La formule (a) donne le temps qu'un corps emploie à descendre 
en ligne droite vers le foyer, en partant d'une distance donnée, 
avec une vitesse donnée: il suffit, pour cela, de supposer l'ellipse 
quil décrit alors infiniment aplatie. Si l'on suppose, par exemple, 
que le corps parte de l'état du repos, à la distance 2a du foyer, 
et que l'on cherche le temps T, qu'il emploie à s'en approcher à 
la distance c, on aura dans ce cas, /{ = 2aH-r; r^=ia — c; ce 

qui donne 2= — 1; z= ; la formule (a) donnera donc 



m a^ T \ le — a\ hiac — c* 
T = . TT — arc . COS. ( 1 -+- V / ; • 

1m \ \ û / V û ) 

Il y a cependant une différence essentielle entre le mouvement 
elliptique vers le foyer, et le mouvement dans une ellipse infi- 
niment aplatie : dans le premier cas, le corps parvenu au foyer 
passe au delà, et s'en éloigne à la même distance dont il était 
parti; dans le second cas, le corps parvenu au foyer revient au 
point d'où il était parti. Une vitesse tangentielle à l'aphélie, 
quelque petite quelle soit, suffit pour produire cette différence. 



29. 
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qui n'influe point sur le temps que le corps emploie à descendre 
vers le foyer. 

28. Les observations ne faisant pas connaître les circonstances 
du mouvement primitif des corps célestes, on ne peut pas déter- 
miner par les formules du n° 26 les éléments de leurs orbites. 
Il est nécessaire, pour cet objet, de comparer entre elles leurs 
positions respectives observées à différentes époques; ce qui pré- 
sente d'autant plus de difficultés, que l'on n'observe point ces 
corps du centre de leurs mouvements. Relativement aux pla- 
nètes, on peut, au moyen de leurs oppositions ou de leurs con- 
jonctions, avoir leur longitude telle qu'on l'observerait du centre 
même du soleil. Cette considération, jointe à la petite excentricité 
et au peu d'inclinaison de leurs orbites à l'écliptique , donne un 
moyen fort simple d'avoir leurs éléments. Mais dans l'état actuel 
de l'astronomie, les éléments de ces orbites n'ont besoin que de 
corrections très-légères; et comme les variations des distances des 
planètes à la terre ne sont jamais assez grandes pour les dérober 
à nos regards, on peut les observer sans cesse, et rectifier par la 
comparaison d'un grand nombre d'observations, les éléments de 
leurs orbites, et les erreurs mêmes dont les observations sont sus- 
ceptibles. Il n'en est pas ainsi des comètes; nous ne les voyons 
que vers leur périhélie : si les observations de leur apparition 
sont insuffisantes pour déterminer leurs éléments , nous n'avons 
alors aucun moyen de suivre ces astres par la pensée, dans l'im- 
mensité de l'espace, et quand la suite des siècles les ramène vers 
le soleil, il nous est impossible de les reconnaître; il est donc 
important de pouvoir déterminer par les seules observations de 
l'apparition d'une comète, les éléments de son orbite; mais ce 
problème, pris en rigueur, surpasse les forces de l'analyse, et l'on 
est obligé de recourir aux métliodes d'approximation , pour avoir 
les premières valeurs des éléments, que l'on peut corriger ensuite 
avec toute la précision que les observations comportent. 
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Si l'on faisait usage d'observations éloignées entre elles, les éli- 
minations conduiraient à des calculs impraticables; il faut donc 
se borner à ne considérer que des observations voisines, et, avec 
cette restriction même, le problème présente encore de grandes 
clifTicultés. Après y avoir réfléchi, il m'a paru qu'au lieu d'em- 
ployer directement les observations, il est plus avantageux d'en 
tirer des données qui ofi^rent un résultat exact et simple, et je 
me suis assuré que celles qui remplissent le mieux cette condi- 
tion sont la longitude et la latitude géocentriques de la comète, 
à un instant donné, et leurs premières et secondes diflerences 
divisées par les puissances correspondantes de l'élément du temps; 
car, au moyen de ces données, on peut déterminer rigoureuse- 
ment et avec facilité, les éléments, sans recourir à aucune inté- 
gration, et par la seule considération des équations différentielles 
de l'orbite. Cette manière d'envisager le problème permet d'ail- 
leurs d'employer un grand nombre d'observations voisines, et de 
comprendre ainsi un inteiTalle considérable entre les observa- 
lions extrêmes, ce qui est très-utile pour diminuer l'influence 
des erreurs dont ces observations sont toujours susceptibles, à 
cause de la nébulosité qui environne les comètes. Je vais d'abord 
présenter les formules nécessaires pour conclure les diflerences 
premières de la longitude et de la latitude , d'un nombre quel- 
conque d'observations voisines; je déterminerai ensuite les élé- 
ments de l'orbite d'une comète, au moyen de ces différences; 
enfin, j'exposerai le moyen qui m'a paru le plus simple, pour 
corriger ces éléments, par trois observations éloignées entre 
elles. 

29. Soit, à une époque donnée, a la longitude géocentrique 
d'une comète, et 6 sa latitude boréale géocentrique, les latitudes 
australes devant être supposées négatives. Si l'on désigne par s 
le nombre des jours écoulés depuis cette époque, la longitude et 
la latitude géocentriques de la comète après cet intervalle seront 
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exprimées, en vertu de la formule (;) du n° 21 , par les deux 
suites , 

û /dB\ s* /d'e\ s' /d'6\ 

On déterminera les valeurs de a, (-t^j , (-jr) j etc. 0, l^\ , etc. 

au moyen de plusieurs longitudes et de plusieurs latitudes géo- 
cen triques observées. Pour y parvenir de la manière la plus simple, 
considérons la suite infinie qui exprime la longitude géocentrique : 
les coefficients des puissances de s, dans cette suite, doivent être 
déterminés par la condition qu elle doit représenter chaque lon- 
gitude observée, en y substituant pour s, le nombre des jours 
qui lui correspond; on aura ainsi autant d'équations que d'ob- 
servations ; et si le nombre de celles-ci est ti , on ne pourra dé- 
terminer à leur moyen, dans la suite infinie, que n quantités a, 

I ^ j, etc. Mais on doit observer que s étant supposé fort petit, 

on peut négliger les termes multipliés par 5", 5**"^', etc. ce qui ré- 
duit la suite infinie à ses ti premiers termes, que Ton pourra 
déterminer par les n observations. Ces déterminations ne seront 
qu'approchées, et leur exactitude dépendra de la petitesse des 
termes que l'on néglige; elles seront d'autant plus précises, que s 
sera plus petit, et que l'on emploiera un plus grand nombre d*ob- 
servations: La théorie des interpolations se réduit donc à trouver 
une fonction rationnelle et entière de s, qui soit telle, qu'en y 
substituant pour s le nombre des jours qui correspond à chaque 
observation , elle se change dans la longitude observée. 

Représentons par ê, ê', ê", etc. les longitudes observées de la 
comète, et par i, i, ï', etc. les nombres des jours dont elles sui- 
vent l'époque donnée; ces nombres doivent être supposés néga- 
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tifs pour les observations antérieures à cette époque. Si Ton fait 

56 , -Tû — -f ^^=- 3ê , -Tflj — ry, = 3S , etc. 



•/ • — , ... 

I — i i — i i — i 

oS do ^^ SS do ^ x)/ , 

— Tff T- = do , rfit 77- = à*0 , etc. 

l l l l 



I - 



5'ê, etc. 



etc. 
la fonction cherchée sera 



g+(5_,-).3g+(5_i).(5-r).5«g+(5-iy(5---r).(5--r).5^g-t-etc. 

car il est facile de s'assurer que si Ton fait successivement s=i, 
5 = r, s = iy etc. elle se changera dans ê, ê', ê", etc. 

Maintenant, si Ton compare la fonction précédente à celle-ci , 

(da\ 5' / d}(t \ 

on aura, en égalant les coefficients des puissances semblables de s, 

a = g -i.5ê-+-i.r.5*g— i.r.r.5^ê-4-etc. 

/^\ =5g — {i-^i!) . 5'g + (u' + i7-+-i7) . 5»ê — etc. 

les différences ultérieures de a nous seront inutiles. Les coeffi- 
cients de ces expressions sont alternativement positifs et négatifs; 
le coefficient de 5'^ê est, abstraction faite du signe, le produit rkvy 
des r quantités i, i', i. . . . i^^'~^\ dans la valeur de a; il est la somme 
des produits des mêmes quantités, r — i à r — i, dans la valeur 

de (-r-); enfin il est la somme des produits de ces quantités, 

r — 2 à r — 2, dans la valeur de \ . (-jt)- 
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Si Ton nomme y, y, y', etc. les latitudes géocentriques obser- 
vées de la comète, on aura les valeurs de 0, (~r")» ('Xi)» ^^^' ^^ 

changeant dans les expressions précédentes de a, i -y-j, (^-7)» etc. 

les quantités ê, ê', &\ etc. en y, y, y\ etc. 

Ces expressions sont d'autant plus précises qu'il y a plus d'ob- 
servations et que les intervalles qui les séparent sont plus petits; 
on pourrait donc employer toutes les observations voisines de 
l'époque choisie, si elles étaient exactes; mais les erreurs dont 
elles sont toujours susceptibles conduiraient à un résultat fautif; 
ainsi, pour diminuer l'influence de ces erreurs, il faut augmenter 
l'intervalle des observations extrêmes, à mesure que l'on emploie 
plus d'observations. On pourra de cette manière, avec cinq ob- 
servations, embrasser un intervalle de trente-cinq ou quarante 
degrés, ce qui doit conduire à des valeurs très-approchées de la 
longitude et de la latitude géocentriques, et de leurs premières 
et secondes différences. 

Si l'époque que l'on choisit est telle qu'il y ait un nombre égal 
d'observations avant et après, de manière que chaque longitude 
qui la suit ait une longitude correspondante qui la précède du 

même intervalle, cette condition rendra les valeurs de a, {-7^), 
et (-7—)» plus approchées, et il est facile de s'assurer que de nou- 
velles observations, prises à égales distances de part et d'autre de 
l'époque, ne feraient qu'ajouter à ces valeurs des quantités qui 
seraient, par rapport à leurs derniers termes, du même ordre que 

le rapport de 5'.(-y-^|à a. Cette disposition symétrique a lieu 

lorsque, toutes les observations étant équidistantes, on fixe l'époque 
au milieu de l'intervalle qu'elles comprennent; il y a donc de 
l'avantage à employer de semblables observations. En général, 
il sera toujours avantageux de fixer l'époque vers le milieu de cet 
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intervalle, parce que le nombre de jours qui la séparent des ob- 
servations extrêmes étant moins considérable, les approximations 
sont plus convergentes. On simplifiera encore le calcid en fixant 
l'époque à l'instant même d'une des observations; ce qui don- 
nera immédiatement les valeurs de a et de 6. 

Lorsque l'on aura déterminé par ce qui précède, (7^), (t^)» 
/d6\ /d*6\ . \"f/^\"^/ 

It-J, eti-T~;|, on en conclura de cette manière les difiérences 

premières et secondes de a et de 6, divisées par les puissances 
correspondantes de l'élément du temps. Si l'on néglige les masses 
des planètes et des comètes vis-à-vis celle du soleil, prise pour 
unité de masse; si, de plus, on prend pour unité de distance sa 
moyenne distance à la terre, le moyen mouvement de la terre 
autour du soleil sera, par le n** 23, la mesure du temps t; soit 
donc X le nombre de secondes que la terre décrit en un jour, en 
vertu de son moyen mouvement sidéral , le temps t correspon- 
dant au nombre s de jours sera \s; on aura donc 



da 
Jt 






Les observations donnent, en logarithmes des tables, log. X = 
41089462:2; déplus, log.X*=log.X-f-log.-yT,/î étant le rayon du 
cercle réduit en secondes, d'où résulte log.X'=2,2 75o444; par- 
tant, si l'on réduit en secondes les valeurs del-y^iet de(-7--;)> 
on aura les logarithmes de f-y^) et de (tt^Ii en retranchant des lo- 
garithmes de ces valeurs les logarithmes 4,0394622 et 2,2760444. 
On aura pareillement les logarithmes del-j-Jet del-j-Jen re- 
tranchant respectivement les mêmes logarithmes, des logarithmes 
de leurs valeurs réduites en secondes. 

Cest de la précision des valeurs ^^ ^M^)> ("37;)» ^mTï")» ^* 

TOME I. 30 
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(ti)' ^^^ dépend rexactitude des résultats suivants, et comme 

leur formation est très-simple, il faut choisir et multiplier les 
observations de manière à les obtenir avec le plus de précision 
qu'il est possible. Déterminons présentement, au moyen de ces 
valeurs, les éléments de Torbite de la comète, et, pour généraliser 
ces résultats, considérons le mouvement d'un système de corps 
animés par des forces quelconques. 

30. Soient Xy j, z, les coordonnées rectangles du premier 
corps; X, y, z, celles du second corps, et ainsi de suite. Conce- 
vons que le premier corps soit sollicité parallèlement aux axes 
des Xy des y et des z, par les forces A, } et Z, que nous suppo- 
serons tendre à diminuer ces variables. Concevons pareillement 
que le second corps soit sollicité parallèlement aux mêmes axes, 
par les forces A', Y\ Z\ et ainsi de suite. Les mouvements de 
tous ces corps seront donnés par les équations différentielles du 
second ordre, 

ddx V ddy ddz r, 

"=-^77^-^^^' °=7F-^^' °=7F-^^' 

ddx V, ddy ^, ddz* ^, 

etc. 

f 

Si le nombre de ces corps est w, ces équations seront au nombre 
Siiy et leurs intégrales finies renfermeront 6/i arbitraires qui se- 
ront les éléments des orbites des diflérents corps. 

Pour déterminer ces éléments par les observations, nous trans- 
formerons les coordonnées de chaque corps en d'autres dont Tori- 
gine soit à l'observateur. En supposant donc un plan passant par 
l'œil de l'observateur, et dont la situation soit toujours parallèle 
à elle-même, tandis que l'observateur se meut sur une courbe 
donnée, nous nommerons p, p\ p\ etc. les distances de l'observa- 
teur aux différents corps, projetées sur ce plan; a, cl, (t\ etc. les 
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iongitudes apparentes de ces corps, rapportées au même plan, et 
0, 0', S'y etc. leurs latitudes apparentes. Les variables x, y, z, se- 
ront données en fonctions de p, a, et des coordonnéçs de l'ob- 
servateur. Pareillement, x\ j, z seront données en fonctions de 
p', a, & et des coordonnées de l'observateur, et ainsi de suite. 
D'ailleurs, si l'on suppose que les forces A, Y, Z, A', Y', Z\ etc. 
sont dues à l'action réciproque des corps du système, et à des 
attractions étrangères, elles seront données en fonctions de p, p'y 
p\ etc. a, a', a", etc. 0, B\ B\ etc. et de quantités connues; les 
équations différentielles précédentes seront ainsi entre ces nou- 
velles variables , et leurs premières et secondes différences; or les 
observations font connaître, pour un instant donné, les valeurs 

^^ *' (^)» (^)' ^' (^)' (t^)' *'' (^)' ^**'- '^ "^ ""^^^^ ^«"^ 

d'inconnues que les valeurs de p, p', p\ etc. et leurs premières 
et secondes différences. Ces inconnues sont au nombre 3/i, et 
comme on a 3 ai équations différentielles, on pourra les détermi- 
ner. On aura même cet avantage, que les premières et secondes 
différences de p, p, p\ etc. ne se présenteront dans ces équations 
que sous une forme linéaire. 

Les quantités a, 0, p, a, B\ p, etc. et leurs premières diffé- 
rences divisées par dty étant connues, on aura, pour un instant 
donné, les valeurs de x, j, z, x'y j, z\ etc. et de leurs premières 
différences divisées par dt Si l'on substitue ces valeurs dans les 
3 n intégrales finies des équations précédentes et dans les diffé- 
rences premières de ces intégrales, on aura &n équations, au 
moyen desquelles on pourra déterminer les 6 n arbitraires de ces 
intégrales ou les éléments des orbites des différents corps. 

31. Appliquons cette méthode au mouvement des comètes. 
Pour cela, nous observerons que la force principale qui les anime 
est l'attraction du soleil; nous pouvons ainsi faire abstraction de 
toute autre force. Cependant si la comète passait assez près d'une 



9 



0. 
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grosse planète pour en éprouver un dérangement sensible, la mé- 
thode précédente ferait connaître encore sa vitesse et sa distance 
à la terre; mais, ce cas étant excessivement rare, nous n'aurons 
égard, dans les recherches suivantes, qu'à l'action du soleil. 

Si l'on prend pour unité de masse celle du soleil, et pour unité 
de distance, sa moyenne distance à la terre; si, de plus, on fixe 
au centre du soleil l'origine des coordonnées x, j, z d'une comète 
dont nous nommerons r le rayon vecteur, les équations difFéren- 
tielles (0) du n** 17 deviendront, en négligeant la masse de la 
comète vis-à-vis de celle du soleil. 



o 







ddx X 
ddy , y 



1 



o 



dr 

ddz z 



A 



> 



[k) 



dV r' 



Supposons que le plan des x et des j soit le plan même de Té- 
cliptique; que l'axe des x soit la ligne menée du centre du soleil, 
au premier point d'Ariès, à une époque donnée; que l'axe des j' 
soit la ligne menée du centre du soleil au premier point du Can- 
cer, à la même époque; enfin, que les z positifs soient du même 
côté que le pôle boréal de l'écliptique : nommons ensuite x et y 
les coordonnées de la terre, et R son rayon vecteur. Cela posé, 
transformons les coordonnées x,y,z, en d'autres relatives à l'ob- 
servateur; et pour cela, nommons a la longitude géocentrique 
de la comète, sa latitude géocentrique, et p sa distance au centre 
de la terre, projetée sur l'écliptique; nous aurons 

x=x-^p.cos.0L, y=y-{'p. sin.a, z=|9.tang.0. 
Si l'on multiplie la première des équations (A) par sin. a^ et que 
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Ton en retranche la seconde multipliée par cos. a, on aura 

ddx ddy x.sin. a— y.cos.a 

o = sin. a . -j— - — COS. a . -777 -f- f , 

dV dt* r' 

d'où Ton tire, en substituant pour a; et j, leurs valeurs précédentes, 

ddx ddy' a:'.sin.a— y'.cos.a 

o=sin.a. -7— cos.a. -jf- H r 

dt* dt* r^ 



■{m^)M^)- 



La terre étant retenue dans son orbite, comme la comète, par 
lattraction du soleil , on a 

ddx' X ddy y 

^~ dV ^ R'' ^~ dr ^ 7^' 

ce qui donne 

ddx ddy' y', cos. a — x. sin. a 

sm.a. -jp -cos.a. -^== W ' 

on aura donc 

o=(ycos.a-a;'.sm.a). j-^ - i,j-2. (^) . (^)-p. (^). 

Soit A la longitude de la terre vue du soleil, on aura 

x==R . COS. A , y=R . sin. A ; 
partant 

y. COS. a — X. sin. a=R.s\n.[A — a); 

Téquation précédente donnera ainsi 



/dda\ 

{dp\_ R.sm.jA-a) (j il P\dr) 



(■) 



Cherchons maintenant une seconde expression de (-tt) • pour 
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cela, nous multiplierons la première des équations (A), par 
tang.0. cos.a; la seconde, par tang.d. sin.a; et nous retrancherons 
la troisième équation de la somme de ces deux produits; nous 
aurons ainsi 

^( ddx . ildy] , ^ ja^.cos. «H-y.sin. a| ddz 

o=tang.0.jcos.a.-^+sm.a.^j+lang.0.^ p^^^^ ^— rfF" 

Cette équation deviendra, en y substituant pour x, y, z, leurs 
valeurs , • 

r,i/ddx x'\ (ddy y'\ . \ \dt)'\dt) 
o=tang.0.j^^-h-).cos.aH-^-jiH-=Lj.sin.aj ^ J^,^ ^ 



f* 



dd6\ dB\ . -, 

2 .l-rrl .Sin.O 



dt* \dl 



{^J.tang.eU 



j cos^e cos\6 \dtj ^ l 

or on a 



^ddx x' 



H — : -cos-ari- 



(ddy y\ . , , / • \ / > * \ 

777 + 7:^j-sin.a=(^.cos.a47.sm.a).(^----^j 



= /î.cos. (i— a).j^ — ^ 
partant 



/i. sin.ô.cos.9.cos.(i4— a) (i i (^ ./ . 

— î ■ 2 ) 



•(^) 



^/p 



si Ion retranche cette valeur de -r? de la première, et que l'on 
suppose 



(^J.sin.Ô.cos.Ô.cos. (i — a)-+-(^J.sin. (i4 — a) 



cos 
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on aura 

La distance projetée p de la comète à la terre étant toujours po- 
sitive, cette équation fait voir que la dislance r de la comète au 
soleil est plus petite ou plus grande que la distance R du soleil à 
la terre, suivant que jx' est positif ou négatif: ces deux distances 
sont égales, si (x'=o. 

On peut, par l'inspection seule d'un globe céleste, déterminer 
le signe de jx'; et, par conséquent, si la comète est plus près ou 
plus loin que la terre du soleil. Pour cela, imaginons ujj grand 
cercle qui passe par deux positions géocentriques et infiniment 
voisines de la coniète. Soit y l'inclinaison de ce cercle à l'éclip- 
tique, et X la longitude de son nœud ascendant, on aura 

tang.y.sin. (a — XJ-^r tang.0; 
d'où l'on tire 

dd.siu. (a — X) = doL . sin.d . cos.d. COS. (a — X); 

en difiFérentiant encore, on aura 

/da\ ddB (de\ /dda\ /da\ ( dOV , ^ 

^ = [jj) ' Yr - [it) • y-dr) -^- ' [jt) • [dT) • *^"g-^ 



f- (;77-) .sin.O.cos.ô, 



ddO^ étant la valeur de ddd qui aurait lieu si le mouvement 
apparent de la comète continuait dans le grand cercle. La va- 
leur de (i devient ainsi, en y substituant pour dO sa valeur 

da . sin. 6 . ces. 6 . ces. (a — X) 



sin.(a — X) 



f^ 



, i(f)-(^)h'-(»-x) 

sin . ô . COS. 6 . sin . ( /l - -a) 
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La fonction . '; ^ est constamment positive ; la valeur de a 

sm.O.cos.O ^ fddO\ /dd9\ 

est donc positive ou négative, suivant que (-^77) — ("TTi^) ^^* ^^ 

même signe, ou d'un signe contraire à sin. [A — X); or A — X est 
égal à deux angles droits, plus à la distance du soleil au nœud 
ascendant du grand cercle; d'où il est facile de conclure que fi 
sera positif ou négatif, suivant que dans une troisième position 
géocentrique de la comète, infiniment voisine des deux pre- 
mières, la comète s'écartera du grand cercle, du même côté où 
se trouve le soleil, ou du côté opposé. Concevons donc que, par 
deux positions géocentriques très-voisines de la comète , on fasse 
passer un grand cercle de la sphère; si dans une troisième po- 
sition géocentrique consécutive et très-voisine des deux pre- 
mières, la comète s'écarte de ce grand cercle, du même côté que 
le soleil, ou du côté opposé, elle sera plus près ou plus loin du 
soleil que la terre; elle en sera également éloignée, si elle conti- 
nue de paraître dans ce grand cercle : ainsi les diverses inflexions 
de sa route apparente nous éclairent sur les variations de sa dis- 
tance au soleil. 

Pour éliminer r de l'équation ( 3 ) , et pour réduire cette équa- 
tion à ne renfermer que l'inconnue p, nous observerons que Ton 
a r*=a^-i-j*-+-2;*; en substituant au lieu àex, y,z, leurs valeurs 
en |0, a et 0, on aura 

r^=x*-hy*-h 2p.\x. COS. a-hj. sin- a } H ^ ; 

mais on a x=R.cos.A, y=R.sin.A; partant 

2 R. p. COS. [A — a) -t-/î'. 



cos*.fl 



Si l'on carre les deux membres de l'équation (3) mise sous cette 
forme , 

r\ \(iR'p'+'i]=R'; 
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on aura , en substituant au lieu de r\ sa valeur, 

j^ -f-2/ip.cos. (4- a)--/{'|'.if.7i'p+i!'=/i- (4) 

équation dans laquelle il ny a que p d'inconnue, et qui monte 
au septième degré, parce que le terme tout connu du premier 
membre étant égal à R\ Téquation entière est divisible par p. 

Ayant ainsi déterminé p, on auraf-ry J, au moyen des équations (i) 

et (2). En substituant, par exemple, dans l'équation (i), au lieu 

de — — lïT » sa valeur ^ , donnée par l'équation (3) , on aura 

L'équation (4) est souvent susceptible de plusieurs racines réelles 
et positives; en faisant passer son second membre dans le pre- 
mier, et en la divisant ainsi par p, son dernier terme sera 

2 . R\ cos\0. { (x'/{^-4- 3 . COS. {A--a)\; 

ainsi l'équation en p étant du septième degré, ou d'un degré 
impair, elle aura au moins deux racines réelles positives, si 
(x'JR'-f-3 .COS. (il — a) est positif ; car elle doit toujours, par la 
nature du problème, avoir une racine positive, et elle ne peut 
alors avoir ses racines positives en nombre impair. Chaque valeur 
réelle et positive de p donne une section conique différente, pour 
l'orbite de la comète; on aura donc autant de ces courbes qui sa- 
tisfont à trois observations voisines, que p aura de valeurs réelles 
et positives, et pour déterminer la véritable orbite de la comète 
il faudra recourir à une nouvelle observation. 

32. La valeur de p, tirée de l'équation (4), serait rigoureuse, 

si olA-^U \~iit)^ ^m"/?) ^* ("17^) ^'^^^^^'^ exactement connus; 

TOME I. 31 
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mais ces quantités ne sont qu'approchées. A la vérité, on peut en 
approcher de plus en plus par la méthode exposée précédemment, 
en faisant usage d'un grand nombre d'observations, ce qui donne 
l'avantage de considérer d'assez grands intervalles, et de com- 
penser, les unes parles autres, les erreurs des observations. Mais 
cette méthode a l'inconvénient analytique d'employer plus de 
trois observations dans un problème où trois suffisent. On peut 
obvier à cet inconvénient de la manière suivante, et rendre notre 
solution aussi rapprochée que l'on voudra, en ne considérant 
que trois observations. 

Pour cela, supposons que a et 9 représentent la longitude et 
la latitude géocen triques de l'observation intermédiaire ; si l'on 
substitue dans les équations [k) du numéro précédent, au lieu de 
X, y, z, leurs valeurs x+p.cos. a,y+p. sin. a, et p. tang. 9, elles 

donneront I -7—- 1 , {--nr) ».et {-fjr) » en fonctions de p, a et 0, de 
leurs premières difiFérenccs, et des quantités connues. Si l'on dif- 
férence ces fonctions, on aurai -t—-), (-ï^) ^^^ (";77r)» ^^ fonctions 

dep, a, 9, et de leurs premières et secondes différences. On pourra 
en éliminer la seconde différence de p, au moyen de sa valeur, et 
sa première différence, au moyen de l'équation (2) du numéro 
précédent. En continuant de différentier successivement les va- 
leurs de {-jTTjj ("77r)> e* ^^ éliminant les différences de a et de 
supérieures aux secondes différences, et toutes les différences 
de p , on aura les valeurs àe(-^\ \-^\ , etc. f-^j, f-j^j, etc. 

en fonctions de p, a, f-^j, (-^)> ^> \^) . {-^j î cela posé. 

Soient a , a, a, les trois longitudes géocentriques observées de 
la comète; , 9, 9' ses trois latitudes géocentriques correspon- 
dantes; soit i le nombre des jours qui séparent la première de la 
seconde observation , et i celui des jours qui séparent la seconde 
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observation de la troisième; enfin, soit X l'arc que la terre décrit 
dans un jour, par son moyen mouvement sidéral, on aura par 
le n^ 29, 



a=a — i 



a =a 



., . (da\ i'*.-K' (d'a\ T'.V /d'«\ 

a a ■ -, fd9\ l'.V }d'9\ l'.V }d'6\ 

û' a •' . (dB\ iW (d'e\ i'».V (dn\ 
0.-==0_H,.X.^-^j + _-.^^j-h_3.^_j + etc. 

Si Ton substitue dans ces séries, au lieu de (— rrrli (-7^) » etc. 
(d'B\ (d'6\ \^' /. \^' / 

i-j-^) , (--7^) , etc. leurs valeurs obtenues par ce qui précède, on 

^ ^ \ < ♦• » 1 • • /^«\ /^•«\ 

aura quatre équations entre les cinq inconnues p, ("ttI» ("TTt)» 

XdJr \Tnr ^^^ équations seront d'autant plus exactes que Ton 
aura considéré un plus grand nombre de termes dans ces séries. 

On aura ainsi (-77)» ("TTt)» (77) ^^ ("Tm )' ^^ fonctions de p et 
de quantités connues ; et en les substituant dans féquation ( 4 ) 
du numéro précédent, elle ne renfermera plus que l'inconnue p. 
Au reste, cette méthode, que je n'expose ici que pour montrer 
comment on peut obtenir des valeurs de plus en plus approchées 
de p, en n'employant que trois observations, exigerait des calculs 
pénibles dans la pratique, et il est à la fois plus exact et plus 
simple d'en considérer un plus grand nombre, par la méthode 
du n° 29. 

33. Lorsque les valeurs de p et de (-yyj seront déterminées, 

on aura celles de Xy j, z, f -y- j , [-jt] et (-^j , au moyen des 

équations 

a: = /î.cos. il + p . COS. a, j = /i.sin. il+p.sin. a, 2; = p.tang.0, 

31. 
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et de leurs difîcreutielles divisées par dt, 

(^) = (3f ) -«in./l+fi. (^).cos.4+(^).sm.«+p. (^) .co5.«, 



P-{^) 



(^) = fë)--«-«-^- 



Les valeurs de (-77 ) et de (-tt ) sont données par la théorie du 

niouvenient de la terre : pour en faciliter le calcul, soit E, Vex- 
centricité de l'orbite terrestre, et /fia longitude de son périhélie; 
on a par la nature du mouvement elliptique, 



(w) 



\/i—E* „_ i -K 



Rr= 



a* ' ï-hE.cos.{A—Hy 



Ces deux équations donnent 



(dn\_ l'J.sm.jA—H) 



soit R le rayon vecteur de la terre, correspondant à la longi- 
tude A de cette planète, augmentée d'un angle droit; on aura 

R- IZZËl . 

1— Zi.sin.(.4— ^)' 

d'où l'on tire 

E.sin. [A — //)—-: — -—jp '■> 

partant, 






Si Ton néglige le carré de l'excentricité de l'orbite terrestre, qui 
est très-petit, on aura 



(^)=^. (^^)=«- 
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les valeurs précédentes de |-7t) et 1-jt\ deviendront ainsi 

/dx\ /r»/ \ A sin.A (dp\ (da\ 

(dy\ /,v V . A cos.i4 {dp\ . (da\ 

/?, R, et il étant donnés immédiatement par les tables du soleil, 
le calcul des six quantités x, y, ^A'jAA'jt] ^t (77)» ^^^^ facile 
lorsque p et (-—^J seront connus. On en tirera les éléments de 

l'orbite de la comète, de cette manière. 

Le secteur infiniment petit que la projection du rayon vecteur 
de la comète sur le plan de Técliptique décrit durant i élément du 

temps dtj est — - — - — ; et il est visible que ce secteur est positif 

ou négatif, suivant que le mouvement de la comète est direct ou 

rétrograde; ainsi, en formant la quantité x. {-jA — J. (77-)» ^^^ 

indiquera par son signe le sens du mouvement de la comète. 

Pour déterminer la position de Torbite, nommons (p son incli- 
naison à l'écliptique, et/ la longitude du nœud qui serait ascen- 
dant si le mouvement de la comète était direct; nous aurons 

zi^j.cos. /.tang. ^ — a;.sin./. tang. ^. 



Ces deux équations donnent 



tan g. / 



tang. ^ 



\dt) ^'\dt) 



dy 



.(^)jsin.7 
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<p devant toujours être positif et moindre qu'un angle droit, celte 
condition détermine le signe de sin, /; or, la tangente de / et le 
signe de son sinus étant déterminés, l'angle / est entièrement 
déterminé. Cet angle est la longitude du nœud ascendant de l'or- 
bite, si le mouvement est direct; mais il faut lui ajouter deux 
angles droits, pour avoir la longitude de ce nœud, si le mouve- 
ment est rétrograde. Il serait plus simple de ne considérer que 
des mouvements directs, en faisant varier l'inclinaison ^ des or- 
bites, depuis zéro jusqu'à deux angles droits; car il est visible 
qu'alors les mouvements rétrogrades répondent à une inclinai- 
son plus grande qu'un angle droit Dans ce cas, tang. ^ est du 

même signe que ^(-77-) — 7 ("77)» ^® î^^ détermine sin./, et par 

conséquent, l'angle /, qui exprime toujours la longitude du nœud 
ascendant. 

acte a étant le demi-grand axe et l'excentricité de l'orbite, on 
a, par les n°' 18 et 19, en y faisant (x=i, 

a~ r \dt) \dt) \dt)' 

< 

La première de ces équations détermine le demi-grand axe de 
l'orbite, et la seconde détermine son excentricité. Le signe de la 

fonction ^ A-jr) -^y '(lh)'^^'\7r)' ^^^* connaître si la comète 
a déjà passé par son périhélie; car elle s'en approche, si cette 
fonction est négative; dans le cas contraire, la comète s'éloigne 
de ce point. 

Soit T l'intervalle de temps compris entre l'époque et le pas- 
sage de la comète par le périhélie; les deux premières des équa- 
Jlions {/) du n° 20 donneront, en observant que (x étant sup- 

posé égal à l'unité, on a 71 = a ', 
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r=a. (i — e.cos.u); T=a\ [u — ^.sin.u). 

La première de ces équations donne l'angle a, et la seconde fait 
connaître T. Ce temps, ajouté ou retranché de l'époque, suivant 
que la comète s'approche ou s'éloigne du périhélie, donnera l'ins- 
tant de son passage par ce point. Les valeurs de ^ et de j déter- 
minent l'angle que la projection du rayon vecteur r fait avec 
l'axe des x, et, puisque l'on connaît l'angle /, formé par cet axe 
et par la ligne des nœuds, on aura l'angle que forme cette der- 
nière ligne avec la projection de r; d'où l'on tirera, au moyen de 
l'inclinaison ^ de l'orbite, l'angle formé par la ligne des nœuds 
et par le rayon r. Mais l'angle u étant connu, on aura, au moyen 
de la troisième des équations [f) du n° 20, l'angle v que forme 
ce rayon avec la ligne des absides; on aura donc l'angle compris 
entre les deux lignes des absides et des nœuds, et par consé- 
quent la position du périhélie. Tous les éléments de l'orbite se- 
ront ainsi déterminés. 

34. Ces éléments sont donnés, par ce qui précède, en fonc- 
tions de p, f-y^i et des quantités connues; et, comme (-r^J est 

donné en p parle n° 31, les éléments de l'orbite seront fonctions 
de p et de quantités connues. Si l'un d'eux était donné, on au- 
rait une nouvelle équation, au moyen de laquelle on pourrait 
déterminer p; cette équation aurait un diviseur commun avec 
l'équation (4) du n° 31; et, en cherchant ce diviseur par les 
méthodes ordinaires, on parviendrait à une équation du pre- 
mier degré en p; on aurait de plus une équation de condition 
entre les données des observations, et cette équation serait celle 
qui doit avoir lieu pour que l'élément donné puisse appartenir à 
l'orbite de la comète. 

Appliquons maintenant cette considération à la nature. Pour 
cela , nous observerons que les orbites des comètes sont des ellipses 
très-allongées, qui se confondent sensiblement avec une parabole. 
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dans la partie dans laquelle ces astres sont visibles; on peut donc 
supposer, sans erreur sensible, a = oc, et par conséquent, - = o; 
l'expression de - du numéro précédent donnera ainsi 



2 (dx^'+-dy^-t-dx*) 

o= ^ î ^ 

r dr 



Si l'on substitue ensuite, au lieu de i^)» (irl^Mif) l^urs va- 
leurs trouvées dans le même numéro, on aura, après toutes les 
réductions et en négligeant le carré de R — i. 



^».(§).j(iî'-.).co5.(4-.) -.!i!Li^j (5) 



fda\ (,«, \ • /i \ cos.(i4 — a)) I 2 

2P-(^j.j(^i-i)-«n.(/l-a)H ^^^ \-^T*- 



r 



en substituant, dans cette équation, au lieu def-i^J , sa valeur 



trouvée dans le n° 31; en faisant ensuite 

lang.0.(-^j-(-fi.lang.Ô.sin.(A— a) \—L-l.-L. , 

^^- ' (d.\ l.j— 1^ -(fi-0.cos.,^-a)} 

[dl) 



-i^y 



|£2!i^-z:l)..^(iî_,).si„.(.l-a)i; 
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OD aura 



o = B.p"H-C.p-f--i; — i; 



et, par conséquent, 



.\B.p'-^C.p-{-^Y=/i: 



cette équation n'est que du sixième degré, et, sous ce rapport, 
elle est plus simple que l'équation (4) du n** 31; mais elle est 
particulière à la parabole, au lieu que Téquation (4) s'étend à 
toute espèce de section conique. 

35. On voit par l'analyse précédente que, la détermination des 
orbes paraboliques des comètes conduisant à plus d'équations 
que d'inconnues, on peut, en combinant diversement ces équa- 
tions, former autant de méthodes différentes pour calculer ces 
orbes. Examinons celles dont on doit attendre le plus de préci- 
sion dans les résultats, ou qui participent le moins aux erreurs 
des observations. 

C'est principalement sur les valeurs des différences secondes 

(-^rf j ^MTTr)' m^^ ^^^ erreurs ont une influence sensible; en 

effet, il faut, pour les déterminer, prendre les différences finies 
des longitudes et des latitudes géocentriques de la comète obser- 
vées dans un court intervalle de temps ; or ces différences étant 
moindres que les différences premières , les erreurs des observa- 
tions en sont une plus grande partie aliquote; d'ailleurs les for- 
mules du n° 29 qui déterminent par la comparaison des observa- 
tions les valeurs de a, 0, (j^j , ijj-j , i^j et (■^)» donnent 

avec plus de précision les quatre premières de ces quantités que 

les deux dernières ; il y a donc de l'avantage à s'appuyer le moins 

qu'il est possible sur les différences secondes de a et de 9 ; et 

comme on ne peut pas les rejeter toutes deux à la fois, la mé- 
rous I. 3S 
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thode qui n emploie que la plus grande doit conduire aux résul- 
tats les plus précis; cela posé, 

Reprenons les équations trouvées dans les n°' 31 et 34. 

r'= -Am H-aiJ.p.cos.fi— a)-l-iî', 

/dda\ 

(dp\_ R.%m.{A—a) \j_ \\ ^'[drj .j. 

\dt)~ /da\ '\H'~r>y (da\ ' ^^f 



/da\ '\H' rM /da\ ' 

i(dde\ (d(t\ . f. 

\dtj— ^^'](dB\ -^2.^^^^j.tang.»H- .^ 

\\dt] \dt) 



COS. 01 



jR. sin.0.cos.6.cos.{A — a) ( i i 

2 



Mr 



cos'.fl 



,.(|f).j(ff-,).cos.(A^)-î!îil^ 

:p.(|^) . j(ff_.) .sin. (4-^)+ e^J^j -H ^ - i. 

Si Ton veut rejeter (-777) , on ne considérera que la première, la 

seconde et la quatrième de ces équations; en éliminant (17) <lc 

la dernière au moyen de la seconde, on formera une équation 
qui, délivrée de fractions, renfermera un terme multiplié par r*p', 
et d'autres termes affectés des puissances paires et impaires de 
p et de r. Si Ton met dans un membre tous les termes affectés 
des puissances paires de r, et dans l'autre membre tous les termes 
affectés de ses puissances impaires, et que Ton carre chacun de 
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ces membres pour n'avoir que des puissances paires de r, le terme 
multiplié par r*p^ en produira un multiplié par r"p*; en substi- 
tuant donc, au lieu de r% sa valeur donnée par la première des 
équations (L), on aura une équation finale du seizième degré 
en p. Mais, au lieu de former cette équation pour la résoudre 
ensuite 5 il sera plus simple de satisfaire, par des essais, aux trois 
équations précédentes. 

Si Ton veut rejeter (■;TTr)i il faudra considérer la première, la 

troisième et la quatrième des équations (L). Ces trois équations 
conduisent encore à une équation finale du seizième degré en p , 
et Ton peut facilement y satisfaire par des essais. 

Les deux méthodes précédentes me paraissent être les plus 
exactes que Ton puisse employer dans la détermination des orbes 
paraboliques des comètes; il est même indispensable d'y recourir 
si le mouvement de la comète en longitude ou en latitude est 
insen^ble ou trop petit pour que les erreurs des observations 
n'altèrent pas sensiblement sa seconde différence : dans ce cas il 
faudra rejeter celle des équations (L) qui contient cette diffé- 
rence. Mais quoique dans ces méthodes on n'emploie que trois 
de ces équations, cependant la quatrième est utile pour déter- 
miner parmi toutes les valeurs réelles et positives de p, qui 
satisfont au système des trois autres équations , celle qui doit être 
admise. 

36. Les éléments de l'orbite d'une comète, déterminés par ce 
qui précède, seraient exacts si les valeurs de a, 0, et de leurs 
premières et secondes différences étaient rigoureuses; car nous 
avons eu égard, d'une manière fort simple, à l'excentricité de 
Torbe terrestre, au moyen du rayon vecteur R de la terre, cor- 
respondant à son anomalie vraie, augmentée d'un angle droit; 
nous nous sommes permis seulement de négliger le carré de cette 
excentricité, comme une trop petite fraction pour que son omis- 
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sion puisse influer sensiblement sur les résultats. Mais 0, a, et 
leurs difiFérences sont toujours susceptibles de quelque inexac- 
titude, soit à cause des erreurs des observations, soit parce que 
nous n'avons tiré ces difîerences des observations que d'une ma- 
nière approchée. Il est donc nécessaire de corriger les éléments 
au moyen de trois observations éloignées entre elles, ce que l'on 
peut faire d'une infinité de manières; car si l'on connaît à peu 
près deux quantités relatives au mouvement d'une comète , telles 
que les rayons vecteurs correspondants à deux observations, ou 
la position du nœud et l'inclinaison de l'orbite , en calculant les 
observations, d'abord avec ces quantités, et ensuite avec d'autres 
quantités qui en soient très-peu difiFérentes, la loi des diffiérences 
entre les résultats fera aisément connaître les corrections que ces 
quantités doivent subir. Mais parmi les combinaisons deux à 
deux des quantités relatives au mouvement des comètes, il en est 
une qui doit ofirir le calcul le plus simple, et qui, par cette 
raison, mérite d'être recherchée : il importe, en efiet, dans un 
problème aussi compliqué, d'épargner au calculateur toute opé- 
ration superflue. Les deux éléments qui m'ont paru présenter cet 
avantage sont la distance périhélie et l'instant du passage de la 
comète par ce point: non-seulement ils sont faciles à déduire des 

valeurs de p et de | -r^l ; mais il est très-aisé de les corriger par 

les observations, sans être obligé, à chaque variation qu'on leur 
fait subir, de déterminer les autres éléments correspondants de 
l'orbite. 

Reprenons l'équation trouvée dans le n*" 19. 

, ,v r* r*.dr* 

a.[i — e*) est le demi-paramètre de la section conique dont a est 
le demi-grand axe, et ea l'excentricité: dans la parabole, où a est 
infini, et e égal à l'unité, a.(i — e*) est le double de la distance 
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périhélie; soit D cette distance : Téquation précédente devient, 
relativement à cette courbe , 



^-^-i(t)' 



-^ est égal à * ' ; en substituant, au lieu de r% sa valeur 



P 



2Rp.œs.{A — (x)-hR\ et au lieu de (-ji-let def-j—j, 



cos*.ô 

leurs valeurs trouvées dans le n"^ 33, on aura 

-4-p.|(g— i).cos.(i— a)— ''°'^~'') : 
^p,R(^\s{n.{A—0L)-hR.{R—i). 

Soit P cette quantité ; si elle est négative , le rayon vecteur r va 
en diminuant, et par conséquent la comète tend vers son péri- 
hélie ; mais elle s'en éloigne si P est positif. On a ensuite 

D=r— |.P>; 

la distance angulaire v de la comète à son périhélie se détermi- 
nera par Téquation polaire de la parabole , 

D 

C0S*.-5-V=: — . 

Enfin on aura le temps employé à décrire l'angle v par la table du 
mouvement des comètes. Ce temps, ajouté ou retranché de celui 
de l'époque, suivant que P est négatif ou positif, donnera l'ins- 
tant du passage de la comète par le périhélie. 

37. En rassemblant ces divers résultats, on aura la méthode 
suivante pour déterminer les orbes paraboliques des comètes. 
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MÉTHODE GÉNÉRALE POUR DÉTERMINER LES ORBES DES COMÈTES. 

Cette méthode sera divisée en deux parties : dans la première 
nous donnerons le moyen d'obtenir à peu près la distance péri- 
hélie de la comète et l'instant de son passage au périhélie; dans 
la seconde nous déterminerons exactement tous les éléments de 
l'orbite en supposant cçux-ci à peu près connus. 

Détermination approchée de la distance périhélie de la comète , et de l*instant 

de son passage au périhélie. 

On choisira trois, quatre ou cinq, etc. observations de la co- 
mète, également éloignées les unes des autres, autant qu'il sera 
possible ; on pourra embrasser avec quatre observations un inter- 
valle de So""; avec cinq observations, un intervalle de 36"* ou 4o% 
et ainsi du reste; mais il faudra toujours que l'intervalle com- 
pris entre les observations soit d'autant plus considérable qu'elles 
sont en plus grand nombre, afin de diminuer l'influence de leurs 
erreurs. 

Cela posé, soient ê, ê', ê", etc. les longitudes géocentriques suc- 
cessives de la comète; y, y, y', etc. les latitudes correspondantes, 
ces latitudes étant supposées positives ou négatives, suivant qu elles 
sont boréales ou australes. On divisera la difiërence €' — 6 par le 
nombre des jours qui séparent la première de la seconde obser- 
vation ; on divisera pareillement la difiîérence ê" — ê' par le nombre 
des jours qui séparent la seconde de la troisième observation; on 
divisera encore la diflFérence ê'^ — ^ par le nombre des jours qui 
séparent la troisième de la quatrième observation, et ainsi de 
suite. Soient 5ê, 5ê', Se', etc. ces quotients. 

On divisera la différence 5 S' — Se par le nombre des jours qui 
séparent îa première observation de la troisième; on divisera 
pareillement la différence S€' — 36' par le nombre des jours iqui 
séparent la seconde observation de la quatrième; on divisera en-* 
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core la dififérence Sê*^ — ^& par le nombre des jours qui séparent 
la troisième observation de la cinquième, et ainsi de suite. Soient 
5*6, 5*ê', S'ê", etc. ces quotients. 

On divisera la différence 5* ê' — 5* ê par le nombre des jours 
qui séparent la première observation de la quatrième; on divi- 
sera pareillement è^è" — 5*ê' par le nombre des jours qui séparent 
la seconde observation de la cinquième, et ainsi de suite. Soient 
5'ê, 5'ê', etc. ces quotients. On continuera ainsi jusqu'à ce que 
Ion parvienne à 5"""* ê, n étant le nombre des observations em- 
ployées. 

Cela fait, on prendra une époque moyenne, ou à peu près 
moyenne, entre les instants des deux observations extrêmes, et 
en nommant i, i', i", T, etc. le nombre des jours dont elle précède 
chaque observation, i, i', T, etc. devant être supposés négatifs 
pour les observations antérieures à cette époque; la longitude de 
la comète, après un petit nombre z de jours comptés depuis Té- 
poque, sera exprimée par la formule suivante : 

g_i.5g^ii'.5*g— li'r.S^êH-etc. 

+2^{S•ê-(l+lV^).s•ê+(^>l^+lr4-ïY+l^"+"^ ip) 

Les coefficients de — Se, -h5*ê, — S'ê, etc. dans la partie indé- 
pendante de z sont i^ le nombre i; 2"" le produit des deux nom- 
bres i et i; 3** le produit des trois nombres i, i\ i, etc. 

Les coefficients de — 5*ê, H-5*ê, — 5*ê, etc. dans la partie 
multipliée par z, sont i*" la somme des deux nombres i et i; 2° la 
somme des produits deux à deux des trois nombres i, i, T; 3** la 
somme des produits trois à trois des quatre nombres i, i, i\ T, etc. 

Les coefficients de — 5*ê, -(-5*ê, — 5*ê, etc. dans la partie 

multipliée par z' sont i** la somme des trois nombres i, i, i ; 

•2® la somme des produits deux à deux des quatre nombres 
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/, r, i\ T; 3** la somme des produits trois à trois des cinq nom- 
bres i, i, r, r, i'^, etc. 

Au lieu de former ces produits, il est aussi simple de déve- 
lopper la fonction 

§4.(2^1) . 5 g+(z-o . (z-r) . s*ê+(2-i') . (z~r) . (z-r) . s^g+etc. 

en rejetant les puissances de z supérieures au carré, ce qui don- 
nera la formule précédente. 

Si l'on opère d'une manière semblable sur les latitudes géo- 
centriques observées de la comète, sa latitude géocen trique, après 
le nombre z de jours comptés depuis l'époque, sera exprimée par 
la formule (/>), en y changeant ê en y; nommons [(j) ce que de- 
vient cette formule par ce changement; cela posé, 

a sera la partie indépendante de z dans la formule (/>) ; sera 
la partie indépendante de z dans la formule [(j). 

En réduisant en secondes le coefficient de z dans la formule 
[p) , et en retranchant du logarithme tabulaire de ce nombre de 
secondes, le logarithme 4*0394622, on aura le logarithme d'un 
nombre que nous désignerons par a. 

En réduisant en secondes le coefficient de 2* dans la même 
formule, et en retranchant du logarithme de ce nombre de se- 
condes, le logarithme 1,97401 44, on aura le logarithme d'un 
nombre que nous désignerons par b. 

En réduisant pareillement en secondes les coefficients de z et 
de z* dans la formule (^), et en retranchant respectivement, des lo- 
garithmes de ces nombres de secondes, les logarithmes 4,039462 2 
et 1,97401 44, on aura les logarithmes de deux nombres que nous 
nommerons h et /. 

C'est de la précision des valeurs de a, 6, h, l, que dépend 
l'exactitude de la méthode; et comme leur formation est très- 
simple, il faut choisir et multiplier les observations de manière 
à les obtenir avec toute la précision que les observations com-* 
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portent. Il est aisé de voir que ces valeurs ne sont que les quan- 

*^*^ (ïf)' {iFI' (57) ^* ("57*")' ^^ ^^^^ avons exprimées, 
pour plus de simplicité, par les lettres précédentes. 

Si le nombre des observations est impair, on pourra fixer 
. Tépoque à Tinstant de lobscrvation moyenne ; ce qui dispensera 
de calculer les parties indépendantes de z dans les deux formules 
précédentes; car il est visible que ces parties sont alors respec- 
tivement égales à la longitude et à la latitude de l'observation 
moyenne. 

Ayant ainsi déterminé les valeurs de ol, a, h, 0, h et /, on dé- 
terminera la longitude du soleil à Tinstant que Ton a choisi pour 
époque; soit E cette longitude, R la distance correspondante de 
la terre au soleil, et R la distance qui répond à E augmenté d'un 
angle droit; on formera les équations suivantes : 

r*=~^ — 2Rx.cos.(E—a)-^R\ (i) 

CCS*. 6 ^ ' ^ ' 

-. ^'SiD.(jE — a) (j^ O ^^ / \ 



j,=:_a-.JA.tang.0-h^ 



a*. sm. 6. COS. 6 



2h 

R.sm.O.cos.O 



H ^ .cos.(£— a).j^ — -j, (3) 

o=/+ttV+|y.taDg.e+^jV2y.j "°'^^~''^ -(ii-i).cos.(£-a) 

-aaa:.|(/i-i).siD.(£-a)+ ^^-(/-') j + -i,-|.. (4) 

Pour tirer de ces équations les valeurs des inconnues x, y, et r, 
on considérera d'abord si, abstraction faite du signe, b est plus 
grand ou plus petit que /. Dans le premier cas, on fera usage 
des équations (i), (2) et (4). On formera une première hypothèse 
pour X, en le supposant, par exemple, égal à Tunité, et Ton en 

TOJTB I. 33 



.*.- 
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conclura, au moyen des équations (i) et (2), les valeurs de r et 
de y. On substituera ensuite ces valeurs dans Téquation (4), et si 
le reste est nul , ce sera une preuve que la valeur de a; a été bien 
choisie; mais si ce reste est négatif, on augmentera la valeur de 
X, et on la diminuera si le reste est positif. On aura ainsi, au 
moyen d*un petit nombre dessais, les valeurs de x, y et r. Mais 
comme ces inconnues peuvent être susceptibles de plusieurs 
valeurs réelles et positives, il faudra choisir celle qui satisfait 
exactement ou à peu près à 1 équation (3). 

Dans le second cas, c est-à-dire si Ton a />-è, on fera usage 
des équations (1), (3) et (4), et alors ce sera Téquation (2) qui 
servira de vérification. 

Ayant ainsi les valeurs de a;, j et r, on formera la quantité 

^ j sin.(£— a) _^j^_^y^^^^j^_^y^ 

— ilao:. sin. [E—d) -f-fi. [K—i)\ 
la distance périhélie D de la comète sera 

D = r—\.P^; 
le cosinus de son anomalie t; sera donné par Téquation 

cos'.-5-î^= — ; 

r 

et Ton en conclura , par la table du mouvement des comètes, le 
temps employé à parcourir Tangle v. Pour avoir Tinstant du pas- 
sage au périhélie, il faudra ajouter ce temps à Tépoque, si Pest 
négatif, et len soustraire si P est positif; parce que dans le pre- 
mier cas, la comète s approche du périhélie , au lieu que dans le 
second cas elle s'en éloigne. 

Ayant ainsi, à peu près, la distance périhélie de la comète et 
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imstant de son passage au périhélie, on pourra les corriger par 
la méthode suivante, qui a lavantage d'être indépendante de la 
connaissance approchée des autres éléments de Torbite. 

Détermination exacte des éléments de Torbite , lorsque Ton connaît à peu près 
la distance périhélie de la comète, et Tinstant de son passage au périhélie. 

On choisira d'abord trois observations éloignées de la comète; 
en partant ensuite de la distance périhélie de la comète et de 
Tinstant de son passage au périhélie, déterminés par ce qui pré- 
cède, on calculera les trois anomalies de la comète et les rayons 
vecteurs correspondants aux instants des trois observations. Soient 
V, v\ V ces anomalies, celles qui précèdent le passage au périhé- 
lie devant être supposées négatives; soient de plus r, r, r" les 
rayons vecteurs correspondants de la comète; v — v, v — v seront 
les angles compris entre r et r, et entre r et r; soient U le premier 
de ces angles, et U le second. Nommons encore a, a, a", les trois 
longitudes géocentriques observées de la comète, et rapportées à 
un équinoxe fixe ; 0, B\ B\ ses trois latitudes géocentriques , les 
latitudes australes devant être supposées négatives; soient ê, ê', 6^ 
ses trois longitudes héliocentriques correspondantes, et «y, «y', ^\ 
ses trois latitudes héliocentriques. Enfin nommons JE, £", E\ les 
trois longitudes correspondantes du soleil; Jl, /{', K, ses trois 
distances au centre de la terre. 

Concevons que la lettre S indique le centre du soleil , T celui 
de la terre, C le centre de la comète, et C sa projection sur le 
plan de Técliptique. L*angle STC est la différence des longitudes 
géocentriques du soleil et de la comète; en ajoutant le logarithme 
du cosinus de cet angle au logarithme du cosinus de la latitude 
géocen trique de la comète, on aura le logarithme du cosinus de 
langle STC; on connaîtra donc dans le triangle STC le côté ST 
ou B, le côté SCi ou r, et langle STC: on aura ainsi par la trigo- 

33. 
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nométrie Tangle CST. On aura ensuite la latitude héliocentrique tar 
de la comète au moyen de Téquation 

sîn. Ô.sîn. CST 



SlD.tST 



sin. CTS 



L^angle TSC est le côté d*un triangle sphérique rectangle dont 
l'hypoténuse est Tangle TSC, et dont un des côtés est Tangle tsr; 
d'où l'on tirera facilement Tangle TSC, et par conséquent la lon- 
gitude héliocentrique ê de la comète* 

On aura de la même manière, «y', ê', «", S\ et les valeurs de 
ê. S', ê", feront connaître si le mouvement de la comète est direct 
ou rétrograde. 

Si l'on imagine les deux arcs de latitude "& et ^\ réunis au pôle 
de Técliptique, ils y feront un angle égal à ê' — S; et dans le 

triangle sphérique formé par cet angle, et par les côtés - — tsr, 

et tff', ir étant la demi-circonférence, le côté opposé à Tangle 

ê' — ê sera l'angle au soleil compris entre les deux rayons vec- 
teurs r et r. On le déterminera aisément par la trigonométrie 
sphérique ou par la formule suivante : 

sin* ^ V= cos*. ^ ( tîT -4- «' ) — cos\ ^ (6' — ê ) . cos. tsT . cos. ist', 

dans laquelle ^représente cet angle; en sorte que si l'on nomme A 
l'angle dont le sinus carré estcos'.Y(ê' — ê) .cos.'cy. cos.tsr', et 
que l'on obtiendra facilement par les tables, on aura 

sin\|F==cos. (|tîT-+-|tîT'H--i);.cos. (ItsT-f-lts/ — 4). 

Si Ion nomme pareillement V l'angle formé par les deux rayons 
vecteurs r et r*^, on aura 

sin\|r = cos. {^^^L^'^^A') . COS. (i.^-+-|^_i'), 

A' étant ce que devient A lorsqu'on y change «' et €' dans tsr' et ê^. 
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Maintenant si la distance périhélie de la comète et Tinstant du 
passage de la comète au périhélie étaient exactement déterminés 
et si les observations étaient rigoureuses, on aurait 

mais comme cela n arrivera presque jamais, on supposera 

m=:U-^V, m'=U'—r. 

Nous observerons ici que le calcul du (riante STC donne pour 
Tangle CST deux valeurs différentes : le plus souvent la nature 
du mouvement de la comète fera connaître celle dont on doit faire 
usage, surtout si ces deux valeurs sont fort différentes; car alors 
Tune d'elles placera la comète plus loin que Tautre de la terre , 
et il sera facile de juger, parle mouvement apparent de la comète 
à Tinstant de Tobservation , laquelle doit être préférée. Mais s*il 
reste de l'incertitude à cet égard, on pourra toujours la lever en 
observant de choisir la valeur qui rend V et F' peu différents 
de Uetàe U\ 

On fera ensuite une seconde hypothèse dans laquelle, en con- 
servant le même instant du passage par le périhélie que ci-dessus, 
on fera varier la distance périhélie d'une petite quantité, par 
exemple, de la cinquantième partie de sa valeur, et l'on cher- 
chera dans cette hypothèse les valeurs de U — V et de U' — V; 
soit alors 

Enfin on forn>era une troisième hypotïièse dans laquelle, en con- 
servant la même distance périhélie que dans la première, on 
fera varier d'un demi- jour, ou d'un jour, plus ou moins, Finstant 
du passage par le périhélie. On cherchera, dans cette nouvelle 
hypothèse, les valeurs de U — V, et de U' — V\ Soit alors 

p=u—v, p'=u' -r. 

Cela posé, si l'on nomme n le nombre par lequel on doit multi- 
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plier la variation supposée dans la distance périhélie , pour avoir 
la véritable , et Me nombre par lequel on doit multiplier la va- 
riation supposée dans Tinstant du passage par le périhélie, pour 
avoir le véritable instant ; on aura les deux équations suivantes : 

(m — n) .H -h (m — p) . t:=m, 

[m! — n) .tt-4-(m' — p) .t=m, 

d'où Ion tirera u et t, et par conséquent la distance périhélie cor- 
rigée, et le véritable instant du passage de la comète au périhélie. 

Les corrections précédentes supposent que les éléments déter- 
minés par la première approximation sont assez approchés pour 
traiter comme infiniment petites leurs erreurs. Mais si la seconde 
approximation ne paraissait pas encore suffisante, on pourrait re- 
courir à une troisième , en opérant sur les éléments déjà corrigés 
comme on Ta fait sur les premiers; il faudrait seulement avoir 
Tattention de leur faire subir de plus petites variations. Il suffira 
même de calculer par ces éléments corrigés les valeurs de U — V, 
et de U' — V; en les désignant par M et AT, on les substituera 
pour m et m, dans les seconds membres des deux équations pré- 
cédentes ; on aura ainsi deux nouvelles équations qui donneront 
les valeurs de u et de t, relatives aux corrections de ces nouveaux 
éléments. 

Ayant ainsi la vraie distance périhélie et le véritable instant 
du passage de la comète au périhélie, on en conclura de cette 
manière les autres éléments de l'orbite. 

Soit y la longitude du nœud qui serait ascendant, si le mouve- 
ment de la comète était direct, et <p Tinclinaison de Torbite; on 
aura, en comparant la première et la dernière observation, 

tane:.«r.sin.6'^ — tang.tar^.sin. 6 
^* "^ tang.tar.cos. €" — tang.«r .ces. 6 ' 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE DEUXIÈME. 263 

Comme on peut comparer ainsi deux à deux les trois observa- 
tions, il sera plus exact de choisir celles qui donnent aux frac- 
tions précédentes les plus grands numérateurs et les plus grands 
dénominateurs. 

Tang.j pouvant appartenir également aux deux angles j et 
ir H-y, j étant le plus petit des angles positifs auxquels appar- 
tient sa valeur; pour déterminer celui des deux angles qu'il faut 
choisir, on observera que ^ est positif et moindre qu un angle 
droit; et qu'ainsi sin.[S"—j) doit être du même signe que tang. ^\ 
Cette condition déterminera Tangle j, et cet angle sera la posi- 
tion du nœud ascendant, si le mouvement de la comète est di- 
rect; mais, si ce mouvement est rétrograde, il faudra ajouter deux 
angles droits à Tangle j pour avoir la position de ce nœud. 

L'hypoténuse du triangle sphérique dont ê' — j et 'f/ sont les 
c6té8 est la distance de la comète à son nœud ascendant, dans 
la troisième observation; et la différence entre v' et cette hypo- ^ 
ténuse est Tintervalle entre le nœud et le périhélie compté sur 
lorbite. 

Si Ton veut donner à la théorie d'une comète toute la préci- 
sion que les observations comportent, il faut l'établir sur l'en- 
semble des meilleures observations, ce que l'on pourra faire ainsi. 
Marquons d'un trait, de deux traits, etc. les lettres m, /i, p, re- 
latives à la seconde observation, à la troisième, etc. comparées 
toutes à la première observation; on formera les équations 

(m — n ).m-(/ii — p ).t=m, 
[m! — n ) . tt -H [m! — p) . t=m , 
( m'— n).n-h {m'—p'') . f = m" ; 
etc. 

En combinant ensuite ces équations de la manière la plus avan- 
tageuse pour déterminer u et t, on aura les corrections de la dis- 
tance périhélie et de l'instant du passage au périhélie fondées 
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sur l'ensemble de ces observations. On en conclura les valeurs 
de ê, 6', ê", etc. tff, «', «y', etc. et Ton aura 

tang.tar . [ sin. g^+sin. g^+etc. [—sîn. 6 . j taDg.tar^4-tang.ty''+etc. { ^ 
^'J tang.«r.|cos. 6'+cos. ê'^+etc.}— ces. 6. jtang.«r'+tang.«r''-f-etcr( ' 

ta ng . ^0+ tang. ty^+ etc . 

*^^S-r — sin.{e'-j)+sin.(e''--7)+etc. * 

38. Il existe un cas, à la vérité fort rare, dans lequel Torbite 
d'une comète peut être déterminée d'une manière rigoureuse et 
simple : c'est le cas où la comète a été observée dans ses deux 
nœuds. La droite qui joint ses deux positions observées passe 
alors par le centre du soleil et se confond avec la ligne des 
nœuds. La longueur de cette droite est déterminée par le temps 
écoulé entre les deux observations; en nommant Tce temps, ré- 
duit en décimales de jour, et en désignant par c la droite dont 
il s'agit, on aura, par le n"" 27, 



— i 7 1' 

''— 2-V(9V6887ï4)"' 

Soit maintenant € la longitude héliocentrique de la comète au 
moment de la première observation; soient r son rayon vecteur, 
p sa distance à la terre, et a sa longitude géocentrique. Soient en- 
core R le rayon de l'orbe terrestre au même instant, et E la lon- 
gitude correspondante du soleil, on aura 

r. sin.ê=|0.sin.a — R.sin.E 
r. COS. ê=p . COS. a — R . cos. E. 

ir -F ê sera la longitude héliocentrique de la comète à l'instant 
de la seconde observation, et si l'on marque d'un trait les quan- 
tités r, a, p, R ci E, relatives à ce même instant, on aura 

r . sin. ê=jR'. sin. E' — p. sin. a , 
r. cos. êi= R\ cos. E' — p\ cos. a. 



266 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

ce qui donne 



On aura donc Tanomalie v de la comète à l'instant de la première 
observation, et sa distance périhélie D, d'où il est facile de con- 
clure la position du périhélie et l'instant du passage de la co- 
mète par ce point. Ainsi, des cinq éléments de l'orbite de la 
comète, quatre sont connus, savoir : la distance périhélie, la po- 
sition du périhélie, l'instant du passage de la comète par ce point 
et la position du nœud. Il ne restera plus à connaître que l'in- 
clinaison de l'orbite; mais, pour cela, il sera nécessaire de recou- 
rir à une troisième observation qui servira d'ailleurs à choisir 
parmi les difFérentes racines réelles et positives de l'équation en 
p celles dont on doit faire usage. 

39. La supposition du mouvement parabolique des comètes 
n'esl pas rigoureuse; elle est même infiniment peu probable, vu 
le nombre infini des cas qui donnent un mouvement elliptique 
ou hyperbolique, relativement à ceux qui déterminent le mou- 
vement parabolique. D'ailleurs, une comète mue dans un orbe 
soit parabolique, soit hyperbolique, ne serait visible qu'une fois; 
ainsi l'on peut supposer avec vraisemblance que les comètes qui 
décrivent ces courbes, s'il en existe quelques-unes, ont depuis 
longtemps disparu; en sorte que nous n'observons aujourd'hui 
que celles qui, mues dans des orbes rentrants, sont ramenées 
sans cesse, à des intervalles plus ou moins grands, dans les ré- 
gions de l'espace voisines du soleil. On pourra, par la méthode 
suivante, déterminer, à quelques années près, la durée de leurs 
révolutions, lorsque l'on aura un grand nombre d'observations 
très-précises avant et après le passage au périhélie. 

Pour cela, supposons que l'on ait quatre ou un plus grand 
nombre de bonnes observations qui embrassent toute la partie 
visible de l'orbite, et que l'on ait déterminé, par la méthode pré- 
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au lieu de v, cette anomalie ainsi calculée dans Tellipse, on aura 
le rayon vecteur r correspondant. On calculera de la même ma- 
nière V, r, v\ r, v'y r*, etc. d'où Ton tirera les valeurs de U, U', 
IJ\ U\ etc. et, par le n° 37, celles de V, V\ V\ etc. Soit, dans 
ce cas, 

(l=U—F, q'=U'—V', (i"=:U"—V\ (f=U"'—V\ etc. 

Nommons enfin u le nombre par lequel on doit multiplier la va- 
riation supposée dans la distance périhélie, pour avoir la véri- 
table ; t le nombre par lequel on doit multiplier la variation sup- 
posée dans l'instant du passage par le périhélie, pour avoir ce 
véritable instant; et s le nombre par lequel on doit multiplier la 
valeur supposée pour i — e, pour avoir la véritable; on formera 
les équations , 

(m — n) .a-+-(m — p) .fH-(m — ^).5 = m, 

( m — 7i') . tt -h ( m — p) . ' -h ( rn — q) .$ = m, 
m — n j . tt -h ( m — p ) . t -f- (m — cj j .s = m , 
m — n j . H -h (m — p j . t-h[m — cj j .s = m , 

etc. 

On déterminera, au moyen de ces équations, les valeurs de m, t, s; 
d'où l'on tirera la vraie distance périhélie , le véritable instant 
du passage de la comète au périhélie, et la vraie valeur de i — e. 
Soit D la distance périhélie, et a le demi-grand axe de l'orbite, 

on aura a= ; le temps de la révolution sidérale de la comète 

sera exprimé par un nombre d'années sidérales égal à a * , ou à 

( 1 , la moyenne distance du soleil à la terre étant prise pour 

unité. On aura ensuite, par le n^ 37, l'inclinaison de l'orbite et 
la position du nœud. 
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Quelque précision que l'on apporte dans les observations, elles 
laisseront toujours de Tincertitude sur la durée de la révolution 
des comètes. La méthode la plus exacte pour la déterminer con- 
siste à comparer les observations d'une comète dans deux révo- 
lutions consécutives; mais ce moyen n'est praticable que lorsque 
la suite des temps ramène la comète vers son périliélie. 
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CHAPITRE V. 



MÉTHODES GENERALES POUR DETERMINER, PAR DES APPROXIMATIONS 
SUCCESSIVES, LES MOUVEMENTS DES CORPS CELESTES. 



40. Nous n avons considéré, dans la première approximation 
des mouvements des corps célestes, que les forces principales qui 
les animent, et nous en avons déduit les lois du mouvement el- 
liptique. Nous aurons égard, dans les recherches suivantes, aux 
forces perturbatrices de ce mouvement. L'action de ces forces ne 
fait qu'ajouter des petits termes aux équations diflFérentielles du 
mouvement elliptique, dont nous avons donné précédemment les 
intégrales finies : il faut maintenant déterminer par des approxi- 
mations successives les intégrales des mêmes équations augmen- 
tées des termes dus à l'action des forces perturbatrices. Voici , 
pour cet objet, une méthode générale, quels que soient le nombre 
et le degré des équations diflFérentielles dont on se propose de 
trouver des intégrales de plus en plus approchées. 

Supposons que l'on ait entre les n variables y, y, J^ etc. et la 
variable t dont l'élément dt est regardé comme constant, les n équa- 
tions diflFérentielles. 

d'y 



dt 



etc. 



P> Qy P'y Qf etc. étant les fonctions de f , y, y, etc. et de leurs 
diflFérences jusqu'à l'ordre i — i inclusivement, et a étant un très- 
petit coefficient constant qui, dans la théorie des mouvements 
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célestes , est de Tordre des forces perturbatrices. Supposons en- 
suite que Ton ait les intégrales finies de ces équations lorsque 
Q, Q, etc. sont nuls: en les difFérentiant chacune, i — i fois de 
suite, elles formeront avec leurs différentielles, in équations au 
moyen desquelles on pourra déterminer, par l'élimination , les 
arbitraires c, c, c\ etc. en fonctions de t, y\ y\ etc. et de leurs 
différences, jusqu'à l'ordre i — i. En désignant donc par F, V\ 
V\ etc. ces fonctions, on aura 

c=F, c=z.V\ c"=F\ etc. 

Ces équations sont les in intégrales de l'ordre i i , que les équa- 
tions différentielles doivent avoir, et qui, par l'élimination des 
différences des variables, donnent leurs intégrales finies. 

Maintenant, si l'on différentie les intégrales précédentes df» 
l'ordre / — i , on aura 

G = dV, o = dV\ o=^ dV\ e te 

or il est clair que ces dernières équations étant différentielles de 
l'ordre i sans renfermer d'arbitraires, elles ne peuvent être que 
les sommes des équations 

multipliées chacune par des facteurs convenables pour que ces 
sommes soient des différences exactes; en nommant donc Fdt, 
Fdty etc. les facteurs qui doivent multiplier respectivement ces 
équations, pour former la suivante or^r^dV, en nommant pareil- 
lement Ildty H'dt, etc. les facteurs qui doivent multiplier respec- 
tivement les mêmes équations, pour former celle-ci o— dV\ et 
ainsi du reste, on aura 



dV'. 



I dt' \ I dt' \ 



dt' \ I dt' \ 



etc. 



etc. 



V 
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F, F', etc. H, H' y etc. sont des fonctions de t, y, y >y > ^t^- ^^ de 
leurs différences jusqu'à Tordre i — i : il est facile de les déter- 
miner lorsque F, V, etc. sont connus; car F est évidemment le 

coefficient de tt , dans la différentielle de F; F' est le coefficient 

de -T^, dans la même différentielle, et ainsi de suite. Pareille- 

, . éy d'y' 

ment, //, //', etc. sont les coefficients de jt-' -rir-» etc. dans la 

dt' dV 

différentielle de V; ainsi , puisque Ton est supposé connaître les 
fonctions K, V \ etc. en les différentiant uniquement par rapport 

à , •_i^ , , /^ , etc. on aura les facteurs par lesquels on doit 

multiplier les équations différentielles 

d}y d'y 

o=^-f-P, o=--f-f-F, etc. 

pour avoir des différences exactes; cela posé, 
Reprenons les équations différentielles 

o = -^-t-P-+-a.O, o=-^-t-F-+-a.Q', etc. 

Si Ton multiplie la première par Fdt, la seconde par F'dt, et 
ainsi du reste, on aura, en les ajoutant, 

o = dV-hadt |FQ^-FQ' ^-etc.|; 
on aura , de la même manière , 

o = dr-h(idt.\HQ^[irQ-^eic.l 
etc. 

d'où l'on tire, en intégrant, 

c —a.fdt. \ F Q-t-FQ'-f-etc. | = F , 

c'—a.fdt.\HQ^H'Q^eic. \ = V\ 
etc. 
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on aura ainsi i n équations différentielles qui seront de la même 
forme que dans le cas où Q, Q, etc. sont nuls, avec la seule 
différence que les arbitraires c, c, c, etc. doivent être changées 
dans 

c—a.fdt.\FQ-hrQ-heic.l c— a. fdt.\HQ^Fr Q-hetc], etc. 

Or si, dans la supposition de Q, Q, etc. égaux à zéro, on élimine 
des in intégrales de Tordre i — i, les différences des variables 
y, y, etc. on aura les n intégrales finies des équations proposées; 
on aura donc ces mêmes intégrales lorsque Q, Q, etc. ne sont 
pas nuls, en changeant dans les premières intégrales, c, c, etc. 
dans 

c — a.fdt.\FQ-h-eic.\, c — a.fdt.\HQ-heic.\, etc. 

41. Si les différentielles 

dt.\FQ^FQ-^eic.\, dt.\HQ-+-H'Q^ etc.], etc. 

sont exactes, on aura, parla méthode précédente, les intégrales 
finies des équations différentielles proposées; mais cela n a lieu 
que dans quelques cas particuliers, dont le plus étendu et le plus 
intéressant est celui dans lequel ces équations sont linéaires. Sup- 
posons ainsi P, P\ etc. fonctions linéaires de j, y, etc. et de 
leurs différences jusqu'à Tordre i — i, sans aucun terme indépen- 
dant de ces variables, et considérons d'abord le cas dans lequel 
Q, Q, etc. sont nuls. Les équations différentielles étant linéaires, 
leurs intégrales successives seront pareillement linéaires, en sorte 
que c=V, c^=V\ etc. étant les in intégrales de Tordre i — i, des 
équations différentielles linéaires 

o=.-^-^P, o=^^P\ etc. 

V, V, etc. peuvent être supposés des fonctions linéaires de y, y, etc. 
et de leurs différences, jusqu'à Tordre / — i. Pour le faire voir, 

TOME 1. 35 
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supposons dans les expressions de j, y\ etc. la constante arbi- 
traire c égale à une quantité déterminée, plus à l'indétermi- 
née Se; la constante arbitraire c égale à une quantité déterminée, 
plus à l'indéterminée Se, etc. en réduisant ces expressions en 
séries ordonnées par rapport aux puissances et aux produits de 
Se, Se, etc. on aura, par les formules du n** 21, 

y=r+ 8c. (i^) + Se'. (4^) H- Ole. 



1.2 * \(fc* / 



etc. 



etc. 



Y, Î^'J-^ — )» etc. étant des fonctions de t sans arbitraires. En 

substituant ces valeurs dans les équations difiPérentielles propo- 
sées, il est clair que hc, Se, etc. étant indéterminés, les coeffi- 
cients des premières puissances de chacun d'eux doivent être nuls 
dans ces diverses équations; or ces équations étant linéaires, on 
aura évidemment les termes affectés des premières puissances de 

Se, Se, etc. en v substituant {-^ — |.Se-h|-7-r|.Se'-4-etc. au lieu 
dey; 1-^ — |.àe-f-(-^-r).oe-f-etc. au lieu de j, etc. Ces expres- 
sions de j, y, etc. satisfont donc séparément aux équations dif- 
férentielles proposées; et comme elles renferment les in arbi- 
traires Se, Se, etc. elles en sont les intégrales complètes. On voit 
ainsi que les arbitraires existent sous une forme linéaire dans les 
expressions de j,y, etc. et par conséquent aussi dans leurs diffé- 
rentielles; d'où il est aisé de conclure que les variables y, j, etc. 
et leurs différences peuvent être supposées sous une forme li- 
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néaire dans les intégrales successives des équations différentielles 
proposées. 

Il suit de là que F, F', etc. étant les coefficients de -j^, 

d'y' . . , 

-rff- , etc. dans la différentielle de V; H, H\ etc. étant les coeffi- 

aV 

cients des mêmes difl'érences, dans la dilTérentielle de V, et ainsi 
du reste, ces quantités sont fonctions de la seule variable t Par- 
tant, si Ton suppose Q, Q', etc. fonctions de t seul, les diffé- 
rences rft.jFQ-4-F'(7-+-etc.}, dt.\HQ-v-H'Q-^eic.\, etc. 
seront exactes. 

De là résulte un moyen simple d'avoir les intégrales d'un 
nombre quelconque n d'équations différentielles linéaires de 
l'ordre i, et qui renferment des termes quelconques aQ,aQ, etc. 
fonctions de la seule variable t, lorsque l'on sait intégrer les 
mêmes équations, dans le cas où ces termes sont nuls; car alors, 
si l'on différeritie leurs n intégrales finies, î — i fois de suite, on 
aura in équations qui donneront par l'élimination les valeurs des 
in arbitraires c, c, etc. en fonctions de t, y, y, etc. et des diffé- 
rences de ces variables jusqu'à l'ordre i — i. On formera ainsi les 
in équations c=V; c=V', etc. cela posé, F, F', etc. seront les 

coefficients de ,■__'; , , -z, ^ etc. dans V; H, H\ etc. seront les 

coefficients des mêmes différences dans V\ et ainsi du reste; on 
aura donc les intégrales finies des équations différentielles li- 
néaires , 

d'y d'y' 

o = -^ H-P-4-a.Q, o= -jp- -^P-^a.Qy etc. 

en changeant dans les intégrales finies de ces équations privées de 

leurs derniers termes olQ, aQ, etc. les arbitraires c,c, etc. dans 

c_a./rff.{FQ-f-F'0'-t-etc.î, c— a. fdt.\HQ-^H'Q-h etc.] etc. 

Considérons, par exemple, l'équation différentielle linéaire 

35. 
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d*y 
L'intégrale finie de Téquation o= -777- -t-a*/, est 

c . c 
y= -.sin. atH .cos.at^ 

c et c étant arbitraires. Cette intégrale donne en la difierentiant, 

dy , . 

-j~ =c. cos.af — c. sm. at. 

dt 

Si Ton combine cette différentielle avec l'intégrale elle-même, 
on formera les deux intégrales du premier ordre, 

dy 
c=ay. sm,af-f- jjr. cos.at, 

c=aj.cos.af jj. sm.at; 

ainsi Ton aura , dans ce cas , 

F=cos. at, H= — sin. af; 

l'intégrale complète de la proposée sera donc 

y=-.sm.afH — .cos.at .Qat.cos.at-] .IQdt. sm.at. 

^ a a a ^ a ^ 

Il est facile d'en conclure que si Q est composé de termes de la 

forme K. ' (mt-f-e), chacun de ces termes produira, dans la 
COS. V / ' r ' 

valeur de j, le terme correspondant 

aK sin. 



m' — a* 'ces. 



(mf-f-e). 



Si m est égal à a, le terme K. **"* (m f-t- e) produira dans j, i** le 
terme — -r— ;. (af-f-e) qui, étant compris dans les deux 

C . c' 

termes -.sin. af H — .cos. af, peut être négligé; 2** le terme 
. . ' [at-he)^ le signe -f- ayant lieu, si le terme de l'ex- 
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pression de Q est un sînus, et le signe — ayant lieu, si ce terme 
est un cosinus. On voit ainsi comment Tare t se produit hors des 
signes sinus et cosinus , dans les valeurs de y, y, etc. par les inté- 
grations successives, quoique les équations difiFérentielles ne le 
renferment ^oint sous cette forme. Il est clair que cela aura lieu 
toutes les fois que les fonctions FQ, F'Q, etc. HQ, H'Q, etc. 
renfermeront des termes constants. 

42. Si les différences dt.\FQ-\-ctc.\, dt.\nQ-+-clc.\, etc. 
ne sont pas exactes, l'analyse précédente ne donnera point leurs 
intégrales rigoureuses; mais elle offre un moyen simple d'avoir 
des intégrales de plus en plus approchées, lorsque a est fort 
petit, et lorsqu'on a les valeurs de y, y\ etc. dans la supposition 
de a nul. En dilférentiant ces valeurs^ i — i fois de suite, on 
formera les équations différentielles de l'ordre i — i , 

c=:V, c = V', etc. 
Les coefficients de -y^ , -nr , dans les différentielles de V, Y\ etc. 

av av 

étant les valeurs de F, F\ etc. i/, ii/', etc. on les substituera dans 
les fonctions différentielles 

df.{FQ-f-FQ'-f-etc.j, e/f. if/QH-i/'(7-+-etc.[, etc. 

Ensuite, on substituera dans ces fonctions, au lieu de j, y, etc. 
leurs premières valeurs approchées; ce qui rendra ces différences 
fonctions de i et des arbitraires c, c, etc. Soient Tàt, Tdt, etc. 
ces fonctions: si l'on change, dans les premières valeurs appro- 
chées de y, y, etc. les arbitraires c, c, etc. respectivement dans 
c — a /Tdt, c — a./Tdt, etc. on aura les secondes valeurs 
approchées de ces variables. 

On substituera de nouveau ces secondes valeurs dans les fonc- 
tions difiFérentielles 

dt.lFQ-^eic], c/f . {fifQH-elc.j, etc. 
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or, il est visible que ces fonctions sont alors ce que deviennent 
celles-ci, Tdt, Tdt, etc. lorsque Ton y change les arbitraires c, 
c, etc. dans c — a./Tdt, c — a./Tdt, etc. soient donc T, T/, etc. 
ce que deviennent T, T, etc. par ces changements, on aura les 
troisièmes valeurs approchées de y, y, etc. en changeant dans 
les premières c, c, etc. respectivement dans c — a./T^.dt, 
c — (t.fT\ dt, etc. Nommons pareillement T , T', etc. ce que de- 
viennent T, T, etc. lorsque Ton y change c, c, etc. dans c — ol./T^. dt, 
c — a./T'.dt, etc. on aura les quatrièmes valeurs approchées de 
y, y, etc. en changeant dans les premières valeurs approchées 
de ces variables, c,*c, etc. dans c — a.fT^.dt,c — a.fT\dt, etc. 
et ainsi de suite. 

Nous verrons ci-après que la détermination des mouvements 
célestes dépend presque toujours d'équations différentielles de la 
forme 

o=^^a\y-ha.Q, 

Q étant une fonction rationnelle et entière de j, de sinus et de 
cosinus d'angles croissants proportionnellement au temps repré- 
senté par t. Voici le moyen le plus facile d'intégrer cette équation. 

On supposera d'abord a nul, et l'on aura, par le numéro pré- 
cédent , une première valeur de y. 

On substituera cette valeur dans Q, qui deviendra ainsi une 
fonction rationnelle et entière de sinus et de cosinus d'angles 
proportionnels à t. En intégrant ensuite l'équation différentielle, 
on aura une seconde valeur de y, approchée jusqu'aux quantités 
de Tordre a inclusivement. 

On substituera de nouveau cette valeur dans Q, et, en inté- 
grant l'équation différentielle, on aura une troisième valeur ap- 
prochée de y, et ainsi de suite. 

Cette manière d'intégrer par approximation les équations dif- 
férentielles des mouvements célestes, quoique la plus simple de 
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toutes, a cependant Tinconvénient de donner dans les expressions 
des variables j, j, etc. des arcs de cercle hors des signes sinus et 
cosinus, dans, le cas même où ces arcs n'existent point dans les 
valeurs rigoureuses de ces variables : on conçoit, en effet, que 
si ces valeurs renferment des sinus ou des cosinus d'angles de 
Tordre at, ces sinus ou cosinus doivent se présenter sous la forme 
de séries, dans les valeurs approchées que l'on trouve par la mé- 
thode précédente; puisque ces dernières valeurs sont ordonnées 
par rapport aux puissances de a. Ce développement en séries, 
des sinus et cosinus d'angles de l'ordre at, cesse d'être exact 
lorsque, par la suite des temps, l'arc at devient considérable; 
les valeurs approchées de y, y, etc. ne peuvent donc point s'é- 
tendre à un temps illimité. Comme il importe d'avoir des valeurs 
qui embrassent les siècles passés et à venir, le retour des arcs de 
cercle, que renferment les valeurs approchées, aux fonctions qui 
les produisent par leur développement en séries , est un problème 
délicat et intéressant d'analyse. Voici, pour le résoudre, une mé- 
thode générale et fort simple. 

43. Considérons l'équation différentielle de l'ordre i, 

a étant très-petit, et P et Q étant des fonctions algébriques dey, 
^ , . ._{ et de sinus et de cosinus d'angles croissants pro- 
portionnellement à /. Supposons que l'on ait l'intégrale complète 
de cette équation différentielle, dans le cas de a=o, et que la 
valeur de j, donnée par cette intégrale, ne renferme point l'arc 
t, hors des signes sinus et cosinus; supposons ensuite qu'en inté- 
grant cette équation par la méthode précédente d'approximation , 
lorsque a n'est pas nul , on ait 

y=:A-h/.FH-f*.Z-f-r.5-hetc. 
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X, Y, Z, etc. étant des fonctions périodiques de t, qui renfer- 
ment les i arbitraires c, c, c, etc. et les puissances de (, dans 
cette expression de y, s'étendant à l'infini par les approximations 
successives. 11 est visible que les coefficients de ces puissances 
décroîtront avec d'autant plus de rapidité que a sera plus petit : 
dans la théorie des mouvements des corps célestes, a exprime 
Tordre des forces perturbatrices, relativement aux forces princi- 
pales qui les animent. 

Si l'on substitue la valeur précédente de y, dans la fonction 

■j^ -f-P-4-a.Q, elle prendra cette forme, k-{-]it-hk''t*-\- etc. 

ky k\ k", etc. étant des fonctions périodiques de t; mais, par la 
supposition , la valeur de y satisfait à l'équation différentielle 

o=-^-hP-ha.Q; 

on doit donc avoir identiquement 

o = k-^k't-\-k'V'i-etc. 

Si k, liy k\ etc. n'étaient pas nuls, cette équation donnerait, par 
le retour des suites, l'arc f, en fonction de sinus et de cosinus 
d'angles proportionnels à t; en supposant donc a infiniment pe- 
tit, on aurait t égal à une fonction finie de sinus et de cosinus 
d'angles semblables, ce qui est impossible; ainsi les fonctions A% 
k'y etc. sont identiquement nulles. 

Maintenant, si l'arc < n'est élevé qu'à la première puissance, 
sous les signes sinus et cosinus, comme cela a lieu dans la théorie 
des mouvements célestes, cet arc ne sera point produit par les 
différences successives de y; en substituant donc la valeur précé- 
dente de j, dans la fonction -^ +P+a.Q, la fonction k+kt+ etc. 

dans laquelle elle se transforme, ne contiendra l'arc t, hors des 
signes 5m. et cos. qu'autant qu'il est déjà renfermé dans j; ainsi. 



j 
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en changeant, dans l'expression de j, Tare t, hors des signes pério- 
diques, dans t — 6,6 étant une constante quelconque, la fonction 
k-hkt-\- etc. se changera dans A:H- A', (f — ^) -+- etc. et puisque 
cette dernière fonction est identiquement nulle, en vertu des équa- 
tions identiques A*=o, A''=o, etc. il en résulte que l'expression 

y=X-\-{t—d).Y-h{t—6y.Z^etc. 
satisfait encore à l'équation dijfférentielle 

f 

Quoique cette seconde valeur de j semhle renfermer i-h i arbi- 
traires, savoir, les i arbitraires c, c, c", etc. et l'arbitraire 6, ce- 
pendant elle ne peut en contenir que le nombre i, qui soient 
distinctes entre elles. Il est donc nécessaire que par un change- 
ment convenable dans les constantes c, c, c, etc. l'arbitraire 6 
puisse disparaître de cette seconde expression de y, et qu'ainsi 
elle coïncide avec la première. Cette considération va nous four- 
nir le moyen d'en faire disparaître les arcs de cercle , hors des 
signes périodiques. 

Donnons à la seconde expression de y la forme suivante : 

y=X-+-{t—6).R: 

puisque nous supposons que 6 disparaît de j, on aura f^|=o, 
et, par conséquent, 

^-(4f)-H'-«)-(4^)- 

En difFérentiant successivement cette équation , on aura 

dR\ (ddX\^,. f.s (ddR\ 

etc. 

TOME I. 36 
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d*oti il est facile de conclure, en éliminant jR et ses différentielles 
de Texpression précédente de j, 

X est fonction de f , et des constantes c, c, c y etc. et comme ces 
constantes sont fonctions de , -X est une fonction de f et de , 
que nous pouvons représenter par (p (^ 0). L'expression dey 
est, par la formule (i) du n"* 21, le développement de la fonction 
^(f, 0+f— 0) , suivant les puissances de f— ; on a donc j^^ (f , /) ; 
d'où il suit que Ton aura y en changeant en f dans X. Le pro- 
blème se réduit ainsi à déterminer -X en fonction de f et de 0, 
et, par conséquent, à déterminer c, c, c", etc. en fonctions de B. 
Pour cela, reprenons l'équation 

j=A-i-(t— 0).yH-(f— 0)\Z-h(f— 0)^5^-etc. 

Puisque la constante ô est supposée disparaître de cette expres- 
sion de y y on aura l'équation identique 



°=(3r)-''+ ('-»)• t (^)-= ^ t +('-»)•■ |(^)-35| +<"«• W 



En appliquant à cette équation le raisonnement que nous avons 
fait sur celle-ci, o = A: + ft'f + A:''«* + etc. on voit que les coefficients 
des puissances successives de f — B doivent se réduire d'eux- 
mêmes à zéro. Les fonctions X, F, Z, etc. ne renferment 
qu'autant qu'il est contenu dans c, c, etc. en sorte que pour for- 
mer les différences partielles \-jk\ \jïïr \\^\ ^^^' "^ suffit de 
faire varier c, c, etc. dans ces fonctions, ce qui donne 

làX\_làX\ de (dX\ dc^ /dX\ de" . 
\de) — \de)''d6^\de')' de '^[de")' dO ~^^^^' 

(dY\_/dY\ de (dli de' /dY\ de" 

\W) — \1F) 'le ^\17) ''dF ~^\d7 



etc. 
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Maintenant il peut arriver que quelques-unes des arbitraires 
c, Cy c\ etc. multiplient Tare t dans les fonctions périodiques 
Xy Y, Z, etc. la diflFérentiation de ces fonctions relativement à 0, 
ou, ce qui est la même chose, relativement à ces arbitraires, dé- 
veloppera cet arc et le fera sortir hors des signes des fonctions 

périodiques; les différences (-^)t ("jT")» ("Tf)» ^*^' seront alors 
de cette forme : 



(§)=x+,.r, 

[d6^ 



dû 
etc. 



Z'^t.Z\ 



A' X\ Y', Y\ Z\ Z\ etc. étant des fonctions périodiques de f , 
et renfermant , de plus , les arbitraires c, c , c\ etc. et leurs pre- 
mières diflFérences divisées par dS, difiFérences qui n entrent dans 
ces fonctions que sous une forme linéaire, on aura donc 



( 
( 



d£ 

de 

dT 

de 



X-^BX'-^[t—e).x\ 

Y'-^B.r-^{t—B).Y',- 



etc. 
En substituant ces valeurs dans l'équation (a) , on aura 

o^X -^BX'—Y-h[i — B) .[Y -^B .T ^X' — 2Z\ 

^-(f — ô)'.jZ'-hô.Z'-f-r'— 35j 
-hetc. 

36. 
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d'où Ton tire , en égalant séparément à zéro les coefficients des 
puissances de t — 6, 

etc. 

Si Ton différenlie la première de ces équations, i— i fois de suite , 
par rapport à f, on en tirera autant d'équations entre les quan- 
tités c, c, c y etc. et leurs premières différences divisées par à%; 
en intégrant ensuite ces nouvelles équations par rapport à ô, on 
aura ces constantes en fonctions de ô. Presque toujours l'inspec- 
tion seule de la première des équations précédentes suffira pour 
avoir les équations différentielles en c , c , c y etc. en comparant 
séparément les coefficients des sinus et des cosinus qu'elle ren- 
ferme ; car il est visible que les valeurs de c , c, etc. étant indé- 
pendantes de f, les équations différentielles qui les déterminent 
doivent pareillement en être indépendantes. La simplicité que 
cette considération apporte dans les calculs est un des principaux 
avantages de cette méthode. Le plus souvent ces équations ne se- 
ront intégrables que par des approximations successives qui pour- 
ront introduire l'arc hors des signes périodiques dans les valeurs 
de c, c, etc. alors même que cet arc ne se rencontre point ainsi 
dans les intégrales rigoureuses ; mais on le fera disparaître par la 
méthode que nous venons d'exposer. 

11 peut arriver que la première des équations précédentes, et 
ses i — 1 différentielles en t ne donnent point un nombre i d'é- 
quations distinctes entre les quantités c, c, c y etc. et leurs diffé- 
rences. Dans ce cas il faudra recourir à la seconde équation et 
aux suivantes. 

Lorsque l'on aura ainsi déterminé les valeurs de c, c, c y etc. 
en fonctions de ô, on les substituera dans X^ et en y changeant 
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ensuite 6 en t, on aura la valeur de y sans arcs de cercle hors 
des signes périodiques, lorsque cela est possible. Si cette valeur 
en conservait encore, ce serait une preuve qu'ils existent dans 
l'intégrale rigoureuse. 

44. Considérons présentement un nombre quelconque n d'é- 
quations différentielles , 

o= ^. -t-P-4-a.Q, o=-^ -4-F-t-a.Q', etc. 

P, Q, P\ Q, etc. étant des fonctions de j, y, etc. de leurs diffé- 
rentielles jusqu'à l'ordre i — i, et de sinus et de cosinus d'angles 
croissant proportionnellement à la variable t dont la différence 
est supposée constante. Supposons que les intégrales approchées 
de ces équations soient 

Y=X-{-t.Y-\-t\Z -\-t\S-hetc. 
etc. 

X, Y, Z, etc. A , Y^, Z^, etc. étant des fonctions périodiques de t, 
et renfermant les in arbitraires c, c, c, etc. on aura, comme dans 
le numéro précédent , 

o=:r-4-ô.rvr— 2Z, 

o = Z'-hd.Z"^T—3S, 
etc. 

La valeur de y donnera pareillement des équations de cette forme : 

o=jç;-hô.A;— y, 
o=:r-4-ô.r;-4-A;-2Z, 

etc. 
Les valeurs dej", j^ etc. fournissent des équations semblables. 



286 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

On déterminera par ces diverses équations, en choisissant les plus 
simples et les plus approchées, les valeurs de c, c, c en fonctions 
de ; en substituant ces valeurs dans -X, X , etc, et en y chan- 
geant ensuite B en t, on aura les valeurs de y, y, etc. sans arcs 
de cercle hors des signes périodiques, lorsque cela est possible. 
45. Reprenons la méthode que nous avons exposée dans ie 
n"* 40. Il en résulte que si, au lieu de supposer les paramètres 
c, c, c\ etc. constants, on les fait varier en sorte que Ton ait 

dc= — at/f.{FQ-4-F'Q'-i-elc.}, 

etc. 
on aura toujours les in intégrales de Tordre i — i, 

c=V, c=r, c''=V\ etc. 

comme dans le cas de a nul; d'où il sujt que non-seulement les 
intégrales finies, mais encore toutes les équations dans lesquelles 
il n'entrera que des différences inférieures à Tordre i, conserve- 
ront la même forme dans le cas de a nul et dans celui de a quel* 
conque, puisque ces équations peuvent résulter de la comparaison 
seule des intégrales précédentes de Tordre i — i. On pourra donc 
également, dans ces deux cas, différentier i — i fois de suite, les 
intégrales finies, sans faire varier c, c, etc. et, comme on est 
libre de faire varier tout , à la fois , il en résultera des équations 
de condition entre les paramètres c, c, etc. et leurs différences. 
Dans les deux cas de a nul et de a quelconque, les valeurs dey, 
y, etc. et de leurs différences jusqu'à Tordre i — i inclusivement, 
sont les mêmes fonctions de t et des paramètres c, c, c, etc. Soit 
donc F une fonction quelconque des variables y, y, y", etc. et de 
leurs différentielles inférieures à Tordre i — ^i, et nommons Tla 
fonction de t dans laquelle elle se change, lorsque Ton y substitue, 
au lieu de ces variables et de leurs différences, leurs valeurs en (. 
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On pourra dîfférentier Téquation Y=T en y regardant les para- 
mètres c, c, c, etc. comme constants; on pourra même ne prendre 
que la différence partielle de Y relativement à une seule ou à 
plusieurs des variables y, y, etc. pourvu que l'on ne fasse varier 
dans Tque ce qui varie avec elles. Dans toutes ces différentiations 
les paramètres c, c, c, etc. peuvent toujours être traités comme 
constants, puisqu'en substituant pour y, y, etc. et leurs difle- 
rences, leurs valeurs en t, on aura des équations identiquement 
nulles, dans les deux cas de a nul et de a quelconque. 

Lorsque les équations différentielles sont de Tordre i — i, il 
n'est plus permis, en les différentiant, de traiter les paramètres 
c, c, c, etc. comme constants. Pour différentier ces équations, 
considérons l'équation (^=0, (p étant une fonction différentielle 
de Tordre i — 1, et qui renferme les paramètres c, c, c\ etc. soit 
3 (p la différence de cette fonction prise en regardant c, c, comme 
constants, ainsi que les différences d'~y, d'^^y, etc. Soit S le 

coefficient de , f_^ , dans la différence entière de (p : soit 5' le 

d'y' 
coefficient de , '^_^ , dans cette même différence, et ainsi du reste. 

L'équation (p = o différentiée donnera 



H- etc. 



Ai y 

en substituant, au lieu de -77^, sa valeur— (/t. |P-ha. Q| ; au lieu 

d'y' f 

de ■ ,-[_, , sa valeur — dt. jP'n-a.Q'l, etc. on aura 

—dt. \SP-^S'P-^eic.\—(xdt. t5Q^-5'Q'^-etc. j. [t] 
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Dans la supposition de a nul, les paramètres c, c, c", etc. sont 
constants; on a ainsi 

o=8(^—dt.\SP-^S'F-^etc.\ 

Si Ton substitue dans cette équation , au lieu de c, c, c, etc. leurs 
valeurs V, V, V\ etc. on aura une équation différentielle de 
Tordre i — i, sans arbitraires, ce qui est impossible, à moins que 
cette équation ne soit identiquement nulle. La fonction 

S(p— tZt.{5P-+-5'P'-4-etc.j 

devient donc identiquement nulle en vertu des équations c=Vy 
c=V\ etc. et comme ces équations ont encore lieu lorsque les 
paramètres c, c, c, etc. sont variables, il est visible que dans ce 
cas la fonction précédente est eucore identiquement nulle ; l'équa- 
tion [t] deviendra donc 



^^lë)-^'-^!"^)-^^'-^^*^- 



— aJf.{5Q-4-W-i-etc.j. [x) 

On voit ainsi que pour différentier Téquation ^ = o il suffit de 
faire varier dans (p les paramètres c, c, etc. et les différences 
d'^^y, d^'^'y, etc. et de substituer, après les différentiations, — aQ, 

— olQ, etc. au lieu des quantités -7^, -yy^, etc. 

Soit >|/=o, une équation finie entre y, y, etc. et la variable t, 
si Ton désigne par S \^, S*>|/, etc. les différences successives de >// 
prises en regardant c, c, etc. comme constants, on aura, par ce 
qui précède, dans le cas même où c, c, etc. sont variables, les 
équations suivantes : 
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en changeant donc successivement dans l'équation [x) la fonction 
^ en -^j S >|/ , S* >|/, etc. on aura 



o = [—ï^) 'dc^ [-17-) ' ^' -+-^**^- 
-a^..JQ.(|)-.-Q'.(^)^etc. 

Ainsi les équations >|/ = o , >//'= o , etc. étant supposées être les n 
intégrales finies des équations diflférentielles, 

o—jj^-^r, o_j-^^r, eic. 

on aura les in équations au moyen desquelles on pourra déter- 
miner les paramètres c, c, c, etc. sans qu'il soit nécessaire de 
former pour cela les équations c=F, c=V\ etc. mais lorsque 
les intégrales seront sous cette dernière forme, la détermination 
de c, c, etc. sera plus simple. 

Cette méthode de faire varier les paramètres est d'une grande 
utilité dans l'analyse et dans ses applications. Pour en montrer 
un nouvel usage, considérons l'équation difiFérentielle 

d'y 



dt 



P. 



P étant fonction de t, y, de ses diflFérences jusqu'à l'ordre i — i, 
et des quantités (j, q, etc. qui sont fonctions de t. Supposons que 
l'on ait l'intégrale finie de cette équation difiFérentielle dans la 
supposition de q, (j\ etc. constants, et représentons par ^ = o 
cette intégrale qui renfermera i arbitraires c, c, etc. désignons 

TOME I. 37 
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par 5 ^, 5'(p, 5'^, etc. les diflFérences successives de ^ prises en 
regardant q, q\ etc. comme constants, ainsi que les paramètres 

c, c'y etc. Sî Ton fait varier toutes ces quantités, la difiFérence de <p 

% 
sera 

« ? - (^)- ^'^ (w)- -'''+«*'=• ^ (^)- ''^^ (^) • "'ï'-^ ^- 

en faisant donc 

3 (p sera encore la première difiFérence de (p dans le cas de c, 
c, etc. (y, (y', etc. variables. Si Ton fait pareillement 

°=(-^) -^^-^(^z") •''''^^"- -^(-1^) •''9-^(4^) • '^^''^'^'• 

/d.S'-'(p\ j /d.S'-'(f>\ j , , /d.S'-'(l>\ j /dJ'-'0\ j , 

o = ^-^j. dc+^^j. rfcH- etc. +^-^j. rf9 -h^-j^j. rf9 H- etc - 

5*^, S'^....S'^, seront encore les difiFérences seconde, troi- 
sième i""*'' de ^, lorsque c, c, etc. q, q, etc. sont supposés 

variables. 

Maintenant, dans le cas de c, c, etc. q, q' , etc. constants, Té- 
quation différentielle 

est le résultat de Télimination des paramètres c, c, etc. au moyen 
des équations 

(p = o, 5(^ = 0, S'(p = o, ....S'(p = o; 

ainsi ces dernières équations ayant encore lieu lorsque q, q, etc. 
sont supposés variables , Féquation (p = o satisfait encore , dans 
ce cas , à Téquation différentielle proposée , pourvu que les para- 
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mètres c, c, etc. soient déterminés au moyen des i équations dif- 
férentielles précédentes ; et comme leur intégration donne i cons- 
tantes arbitraires, la fonction (p renfermera ces arbitraires, et 
1 équation (p = o sera l'intégrale complète de la proposée. 

Cette manière de faire varier les arbitraires peut être employée 
avec avantage lorsque les quantités q, q, etc. varient avec une 
grande lenteur, parce que cette considération rend, en général, 
beaucoup plus facile l'intégration par approximation des équa- 
tions di£Pérentielles qui déterminent les paramètres variables 



37. 
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CHAPITRE VI. 

SECONDE APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CÉLESTES, OU THÉORIE 

DE LEURS PERTURBATIONS. 



46. Appliquons maintenant les méthodes précédentes aux per- 
turbations des mouvements célestes, pour en conclure les expres- 
sions les plus simples de leurs inégalités périodiques et séculaires. 
Reprenons pour cela les équations difiFérentielles (i), (2) et (3) du 
n"* 9 , qui déterminent le mouvement relatif de m autour de M. 
Si l'on fait 

^^ m\{xx'-\-yy-i-zz') ^ m\{xx"-i-yf-^zz") _^ ^^^ _ \^ ^ 

X étant, par le numéro cité, égal à 

mm' mm" 



{(^'_a;). + (/_j,).+ (2'_z)'{« j(a;"-x)'+(/-y)'+(z'-z)'}^ 



m m 

etc. 



\[^''-^y+[f-y'Y+{z"-zj\-^ 



Si, de plus, on suppose M-4-m = (x, et r = y a;*-t-j*H- :^*, 
r = sj X* -hj * -t- z!\ etc. on aura 



o 



o 



o 



ddx 
dr 


H- 


(t .X 


ddy 
dt* 


-h 




ddz 
dr 


-h 


ft. z 



\dx ) ' 

(f ) • 1 <^' 

m- 



^=^--^ 
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La somme de ces trois équations multipliées respectivement par 
dx, dy, dzy donne en l'intégrant, 

o = 1^ -f-f-^-f-2./diî, (Q) 

la difiFérentielle àR étant uniquement relative aux coordonnées 
x,y, z, du corps m, et a étant une constante arbitraire qui, lors- 
que R est nul, devient, par les n"*' 18 et 19, le demi-grand axe 
de l'ellipse décrite par m autour de M. 

Les équations (P) multipliées respectivement par x, y , z, et 
ajoutées à l'intégrale (Q), donneront 

d^-r" P^ y^ /-JD ldR\ (dR\ (dR\ ,o, 

Maintenant on peut concevoir les masses perturbatrices m', m, etc. 
multipliées par un coefficient a; et alors la valeur de r sera fonc- 
tion du temps t et de cl. Si l'on développe cette fonction par 
rapport aux puissances de a, et que l'on fasse a= i , après ce 
développement, elle sera ordonnée par rapport aux puissances et 
aux produits des masses perturbatrices. Désignons par la carac- 
téristique S placée devant une quantité la différentielle de cette 
quantité prise par rapport à a et divisée par da. Lorsque l'on aura 
déterminé 5r, dans une suite ordonnée par rapport aux puissances 
de a, on aura le rayon r, en multipliant cette suite par dcL, en 
l'intégrant ensuite par rapport à a, et en ajoutant à cette intégrale 
une fonction de t indépendante de a, fonction qui est évidem- 
ment la valeur de r dans le cas où les forces perturbatrices sont 
nulles et où le corps m décrit une section conique. La détermi- 
nation de r se réduit donc à former et à intégrer l'équation diffé- 
rentielle qui détermine 5r. 

Pour cela reprenons l'équation difiFérentielle ( iî ) , et faisons , 
pour plus de simplicité , 
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en la différentiant par rapport à œ, on aura 

d^.rSr (i.rSr 



dt 



^JdR-^h.rR. {S) 



Nommons rft; Tare infiniment petit intercepté entre les deux rayons 
vecteurs r et r-h-dr; l'élément de la courbe décrite par m autour 

de M sera ^dr^ + rlâv"; on aura ainsi da^+dy+dz*=dr*+î*dv^; 
et l'équation (Q) deviendra 

= -jj- î--h--l-îi-/d/{. 

dV r a *^ 

En éliminant - de cette équation , au moyen de l'équation ( it ) , 



a 
on aura 



r'dv* r.ddr 



d'où l'on tire, en di£Férentiant par rapport à a, 

2r*dv.d.Sv r.ddJr — Sr.ddr iurSr ^^, r^, ^ 

dr = df^ —^r.èR-R.Br. 

Si l'on substitue dans cette équation, au lieu de ^^~ — , sa valeur 
tirée de l'équation ( 5 ) , on aura 

, ^ d.{dr.Sr-{'2r.dSr)-hdt\ \Z.fS.àR^2r.SR''^-R\Sr\ .j^ 

On pourra, au moyen des équations [S) et (T), avoir aussi exac- 
tement que l'on voudra les valeurs de 3 r et de hv ; mais on doit 
observer que dv étant l'angle intercepté entre les rayons r et r+dr, 
l'intégrale v de ces angles n'est pas dans un même plan. Pour en 
conclure la valeur de l'angle décrit autour de AT par la projection 
du rayon vecteur r sur un plan fixe, désignons par v ce dernier 
angle, et nommons s la tangente de la latitude de m au-dessus de 
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2.' 

ce piao ; r.(i+ss) * sera l'expression du rayon vecteur projeté, 

et le carré de Télément de la courbe décrite par m sera 

r\dv * , , r*ds* 



1-1-55 (lH-55)*' 

mais le carré de cet élément est r* rfv* -4- rfr' ; on aura donc, en 
égalant ces deux expressions , 



't;.\ /(n-55)' 



ds 



j ^ dv 

dv 



V 



s s 



On déterminera ainsi dv^ au moyen de dv lorsque s sera connu. 
Si Ton prend pour plan fixe le plan de lorbite de m à une 

époque donnée, s et -j- seront visiblement de Tordre des forces 

perturbatrices; en négligeant donc les carrés et les produits de 
ces forces, on aura v = v^. Dans la théorie des planètes et des co- 
mètes, on peut négliger jces carrés et ces produits, à l'exception 
de quelques termes de cet. ordre que des circonstances particu- 
lières rendent sensibles et qu'il sera facile de déterminer au moyen 
des équatioi^ (5) et (T). Ces dernières équations prennent une 
£orme plus simple lorsqu'on n'a égard qu'à la première puissance 
des forces perturbatrices. En effet, on peut alors considérer 5 r 
et Sv comme des parties de r et de r dues à ces forces; BR, 
S.rjR' sont ce que deviennent R et rR lorsque Ton y substitue, 
au lieu des coordonnées des corps, leurs valeurs relatives au 
mouvement elliptique; nous pouvons les désigner par ces der- 
nières quantités assujetties à cette condition. L'équation [S) de- 
vient ainsi 

o = -j^ -f- ^1__ -f-2./dJÎ-+-r/{. 

Le plan fixe des x et des j étant supposé celui de l'orbite de m, 
à une époque donnée, zsera de l'ordre des forces perturbatrices, 
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et puisque Ton néglige le carré de ces forces, on pourra négliger 
la quantité z . (-j-)- De plus, le rayon r ne diffère de sa projec- 
tion que de quantités de Tordre z*. L'angle que ce rayon fait avec 
Taxe des x ne diffère de sa projection que de quantités du même 
ordre; cet angle peut donc être supposé égal à r, et Ton a, aux 
quantités près du même ordre, 

x=^T. COS. V , j= r. sin. v ; 



d'où Ton tire 

œ 



\dx ) J \dy ) \dr ) 



.5 



et, par conséquent r.JR = r. f-j— |. Il est facile de s'assurer, par 

]a différentiation , que, si l'on néglige le carré de la force pertur- 
batrice, l'équation différentielle précédente donnera, en vertu des 
deux premières des équations (P) , 

^./je^f.J2./dfi-f-r(g)[-j./a;e^f.J2./dfi+r.(ff)j 

\ (xdy — ydx\ 

Dans le second membre de cette équation, les coordonnées peu- 

iT . . 1 xdy — ydx 

vent se rapporter au mouvement elliptique, ce qui donne — ^^-rj — 

constant et égal, par le n** 19 à \/(x.a(i — -7*), ae étant l'excen- 
tricité de l'orbite de m.' Si l'on substitue dans l'expression de rhr, 
au lieu de x et de j, leurs valeurs r. cos. r, et r.sin.r, et au lieu 

(j* // «y <y // 'jr 

de — ^^-T^ — » la quantité \/(xa.(i— e'); enfin, si l'on observe que, 
par le n"" 20, (i=zn*a\ on aura 

a xos. V. fndt.r. sin. VA 2. fdR-^-r.l-T—jl 

'— a.sin.v./hrff.r.cos.r.la./djR-l-r.l-r— ) M 
r=L^ i^iiil; (A) 
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Téquation [T) donne, en l'intégrant, et en négligeant le carré 
des forces perturbatrices, 

2r.d.Sr-{-dr.Sr Sa 



jJfndtAR^^Jndt.rM) 



8v = ^^ îl— î^— ^-^i^: (Y) 

\/i—e* 

cette expression donnera facilement les perturbations du mouve- 
ment de m en longitude, lorsque celles du rayon vecteur seront 
déterminées. 

Il nous reste à déterminer les perturbations du mouvement en 
latitude. Pour cela nous reprendrons la troisième des équations 
(P) : en l'intégrant comme nous avons intégré l'équation (5), et 
faisant z = r8s, nous aurons 

a.cos.v.fndt.r.sm.vA-j—\--a.sin.v.fndt.r.cos.v.l-^j 

hs= . -(Z) 

8s est la latitude de m au-dessus du plan de son orbite primitive: 
si l'on veut rapporter le mouvement de m sur un plan peu in- 
cliné à cette orbite, en nommant 5 sa latitude lorsqu'il est sup- 
posé ne point quitter le plan de cette orbite, s -h 8 s sera, à très- 
peu près, la latitude de m au-dessus du plan proposé. 

47. Les formules [X), [Y) et (Z) ont l'avantage de présenter 
sous une forme finie les perturbations, ce qui est très-utile dans 
la théorie des comètes, dans laquelle ces perturbations ne peuvent 
être déterminées que par des quadratures. Mais le peu d'excentri- 
cité et d'inclinaison respective des orbites des planètes permet de 
développer leurs perturbations en séries convergentes de sinus et 
de» cosinus d'angles croissant proportionnellement au temps, et 
d'en former des tables qui peuvent servir pour un temps indéfini. 
Alors, au lieu des expressions précédentes de 5r et de 5 5, il est 
plus commode de faire usage des équations difiFérentielles qui dé- 

TOME I. 38 
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terminent ces variables. En ordonnant ces équations par rapport 
aux puissances et aux produits des excentricités et des inclinai- 
sons des orbites, on peut toujours réduire la détermination des 
valeurs de S r et 5 5 à l'intégration d'équations de la forme 

équations dont nous avons donné les intégrales dans le n"* 42. 
Mais on peut donner immédiatement cette forme très-simple aux 
équations différentielles précédentes par la méthode suivante. 

Reprenons Téquation [R] du numéro précédent en y faisant, 
pour abréger, 

Q=..fAR-^r.[§); 
elle devient ainsi 

Dans le cas du mouvement elliptique où Q=o, r' est, par le 
n** 22, fonction de e . cos. [nt-he — 'cr) , ae étant l'excentricité de 
l'orbite, et nt-he — ^cs étant l'anomalie moyenne de la planète m. 
Soit e . COS. [nt-r-e ^cs) = u, et supposons r*= <p (w) , on aura 

d*u 

Dans le cas du mouvement troublé, nous pouvons supposer en- 
core r*=(^ (h), mais n ne sera plus égal à e.cos. [nt-he — tsy); 
il sera donné par l'équation différentielle précédente augmentée 
d'un terme dépendant des forces perturbatrices. Pour déterminer 
ce terme nous observerons que si l'on fait u = '^ (r*), on aura 

^f/'(/*) étant la différentielle de \^ (r*) divisée par d.r\ et '^'^ {r') 
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étant la dififérentielle de >|^'(r') divisée par d.r*. L'équation [R) 

d* r* 

donne -^— égal à une fonction de r, plus à une fonction dépen- 
dante de la force perturbatrice. Si l'on multiplie cette équation 
par 2 rdr et qu'ensuite on l'intègre, on aura , égal à une fonc- 
tion de r, plus à une fonction dépendante de la force perturba- 
trice. En substituant ces valeurs de —j— et de . dans l'expres- 
sion précédente de -y— -+-7i*tt, la fonction de r, indépendante de 

la force perturbatrice, disparaîtra d'elle-même, puisqu'elle est 
identiquement nulle lorsque cette force est nulle; on aura donc 

la valeur de -7-7- -hifu, en substituant dans son expression, au 
d* r^ r* dr* 

lieu de —j— et de , , les parties de leurs expressions qui dé- 
pendent de la force perturbatrice. Or, en n'ayant égard qu'à ces 
parties, l'équation [R) et son intégrale donnent 

d\r' ^ 

= —2 Q, 



dl 



àr'dr' Q m J 



partant 

ddu 
IF 



71* M =: — 2 Q . x|/' ( r» ) — 8 . >|/" ( r' ) ./Q . r rf r. 



Maintenant, de l'équation u = yl/[r*) on tire e/u=:2 rrfr.>|/'(r*) ; 
celle-ci r*=(p (u), donne 2 rdr=^du. ^ (")» ^* P^^ conséquent, 

f(r') = 



<?'(«) • 



En différentiant cette dernière équation, et substituant ^'(u) au 



i« 1 2rdr 

lieu de -^ — , on aura 






38. 



o 
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(p" (tt) étant égal à '^ , de même que 9' (u) est égal à '^^ - 

Cela posé, si ron fait 

u = ecos. [nt-he — *ts)-\-8u, 
Téquation diflFérentielle en u deviendra 

et si Ton néglige le carré de la force perturbatrice, a pourra être 
supposé égal à e.cos. (zif-f-e — tsr) dans les termes dépendants 
de Q. 

La valeur de - trouvée dans le n*" 22 donne, en portant la 
précision jusqu'aux quantités de Tordre e* inclusivement, 

r=a. {1-4- e* — u. (1 — \e^) — u' — \u^\ ; 
d'où l'on tire 

r*z=za'.ji-h2e' — 2 a.(i — |c*) — u* — u'\=i(p[n). 

Si l'on substitue cette valeur de (^ (u) dans l'équation diflFé- 
rentielle en 5tt, et que l'on restitue, au lieu de Q, sa valeur 

2 ./d jR -f- r • (-7— )» et e . cos. [nt-he — ©), au lieu de u; on aura , 

aux quantités près de l'ordre e \ 

= ^+«'.âa {X') 

-^ . { 1 +x^*~^ • COS. (/if+e— ©) — y e\ COS. (2 nf+ 2 e— 21!t) j .1 2 ./diî+^^ 

^.//^J^ sin.(nf+e— 1!t).[i+^.cos. (/if+e— tsr)]. 2./diî+r.f-7— j| 1 - 

Lorsque l'on aura déterminé 5 u au moyen de cette équation dif- 
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férentielle, on aura 5 r, en dififérentiant l'expression de rpar rap- 
port à la caractéristique 5 , ce qui donne 

8r=—a8u.\i-{-\e*+2e.cos.[nt+e—^)+je\cos.[2nt+ie-'2^)\. 
Cette valeur de 5 r donnera la valeur de 5 v au moyen de la for- 
mule ( Y) du numéro précédent. 

Il nous reste à déterminer 55; or si Ton compare les formules 
(A) et (Z) du numéro précédent, on voit que èr se change en §5, 

en changeant dans son expression, 2.fdR-hr. l-i—) en (-^); 

d'où il suit que pour avoir 5 5 il suffit de faire ce changement dans 
l'équation dififérentielle en 5 u, et de substituer ensuite la valeur 
de 5u donnée par cette équation, et que nous désignerons par 
5 u dans l'expression de 5 r. On aura ainsi 

j.j i+^é''-e.cos.[nt+e—^)—Ye\cos.[2nt+2 e—2^)\.l-T-\ 

^.fndtAsin. [nt+e—'ts) . } i+e.cos. ('î'+s— 'cr) |.l -i— 1| , (Z') 

ès=—aBu.\i'\-\e*+2e.cos.[nt+e—^)+^e\cos.[2nt+2e—2^]\. 

Le système des équations (X), (Y), (Z') donnera d'une manière 
fort simple le mouvement troublé de m, en n'ayant égard qu'à la 
première puissance de la force perturbatrice. La considération des 
termes dus à cette puissance étant à très-peu près suffisante dans 
la théorie des planètes, nous allons en tirer des formules com- 
modes pour déterminer le mouvement de ces corps. 

48. Il est nécessaire, pour cela, de développer la fonction R 
en série. Si l'on n'a égard qu'à faction de m sur m', on a, par le 
n*^ 46, 

p m\[xx-\-yy-\-zz') m' 
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Cette fonction est entièrement indépendante de la position du 
plan des x et de j; car le radical \J[x — a?)*-h [y' — j)'-t- [z — "zf^ 
exprimant la distance de m à m', il en est indépendant; la fonction 
x^+y^+z^ + x^+y^+z^—ixx — lyy —izz tn est donc pareil- 
lement indépendante; mais les carrés x^+y^ + z\ et x^+y*+z^ 
des rayons vecteurs ne dépendent point de cette position; la quan- 
tité XX +yy +ZZ n'en dépend donc pas; et, par conséquent, la 
fonction R en est indépendante. Supposons dans cette fonction 

x=^r. COS. V, y = ^' sin . v , 
x= r. COS. V, y = r. sin . v; 
on aura 

__ m\\rr,cos.[v'—v)-\-zz'\ m' 



R 



3 



( r '+:'') ' \ r'—2rr\cos.{v'—v)+r''+{z'—zY j ' 

Les orbes des planètes étant presque circulaires et peu inclinés 
les uns aux autres, on peut choisir le plan des x et des y de ma- 
nière que z et z soient très-petits. Dans ce cas , r et r diffèrent 
très-peu des demi-grands axes a et a des orbes elliptiques; nous 
supposerons donc 

r=a. (i-huj , r=a. (i-ha') , 

a et u' étant des petites quantités. Les angles v et v différant peu 
des longitudes moyennes zif-f-e et nf-f-e', nous supposerons 

r = nf -f- e -f- V , v=nt'-h c'-f- r/, 

V et v/ étant des angles peu considérables. Ainsi, en réduisant R 
dans une série ordonnée par rapport aux puissances et aux pro- 
duits de u , v^, z, tt', v', et z, cette série sera fort convergente. 

Soit 

^ i_ 

-t; • COS. ( nt—nt+e—e ) — j a^—iad. cos. [nt—nt+e! — e) -fa* | * 

= |.4w+i"'.cos.(n'f-rat+e'— e) + i4'".cx)s.2 (n'(-îi( + e'— e) 
+i4<''. cos.3(«'f — nf 4- e'— e) + etc. 
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on peut donner à cette série la forme\^ . A^'K cos.i [nt—nt+e — e), 
la caractéristiques des intégrales finies étant relative au nombre /, 
et devant s'étendre à tous les nombres entiers, depuis i= — oo 
jusqu'à 1=1 oo, la valeur i=o étant comprise dans ce nombre 
infini de valeurs; mais alors il faut observer que ^4^""'^ = ^4^*^ 
Cette forme a l'avantage de servir à exprimer d'une manière fort 
simple non-seulement la série précédente, mais encore le pro- 
duit de cette série par le sinus ou le cosinus d'un angle quel- 
conque /f H- 'cr; car il est facile de voir que ce produit est égal à 

^.Jl.A^'K ^^^' \i(nt — /ifH~e' — e)^-A^-^ : 

^ COS. I \ / J \ 

cette propriété nous fournira des expressions très-commodes des 
perturbations du mouvement des planètes. Soit pareillement 



s 



a* — 2a«'. COS. [nt — nt-i-e — e)-ha^ \ * 
=:|.S.F'lcos. i(n'f — nt-^e — e); 

B^"'^ étant égal à B^'K Gela posé, on aura, par les théorèmes du 
n^21, 

R= — .S.yl^'lcos. i[nt — nt-he — e) 



2 

m 

2 

m 

2 



m 



2 



fdA^^\ ., , , , 

-.u.2é.ci. 1—1 — |. COS. i [lit — nl-\-e — ej 

-.tt . 2é.a A— j—rj. COS. i[nt — nt-he — e) 

. [v' — vj . S. iA^'K sin. i[nt — nt-he' — e) 



-h -j-.u*. 2é.a\l — T-7-|.cos. i[nt — nt-he — e) 

m' f ^ f ( ddA^^\ . , , , . 

H .uu .S. aa. 1-7— T-rj. cos. i\ni — nt-\-e — e) 

' . ^ ,, (ddA^^X ., , . . 

'•u\ 2é.a\l , ,^ J.cos. ( [lit — nt-{-e — e) 



m 

1 



— . (v — V j . u. S.ia.l— ^ — J.sm. i(nf — 7i<-t-e — e) 
— . (v^ — r ) . u .S.ifl.l , ; l.sin> i[nt — nf-f-e — e) 

-T- . ( V ' — V )'. 2 . i\ A^'K COS. i { rît — nf -+- e' — e ) 

m zz 3iii az * / / . , v 

7; — .COS. [nt — nf-f-e — e) 



a ^ 2a 



|/^^(^^— ^)' ^^ g(0,cos.i(n7— nf-He — g) 



4 
etc. 



Si Ton substitue dans cette expression de iî, au lieu de w^, 11/, 
r , r', z et z, leurs valeurs relatives au mouvement elliptique, 
valeurs qui sont fonctions de sinus et de cosinus des an^es nf+e, 
nt+^\ et de leurs multiples, R sera exprimé par une suite infi- 
nie de cosinus de la forme mk.cos. [irît — int-\-A)^ i et i étant 
des nombres entiers. 

Il est visible que l'action des corps m", ruy etc. sur m produira 
dans R des termes analogues à ceux qui résultent de l'action de 
m', et que Ton obtiendra, en changeant dans l'expression précé- 
dente de iî, tout ce qui est relatif à m', dans les mêmes quantités 
relatives à m\ m\ etc. 

Considérons un terme quelconque mk.cos. [in t — int-j-A) 
de l'expression de R: si les orbites étaient circulaires et dans un 
même plan , on aurait i = i ; donc i ne peut surpasser i ou en 
être surpassé qu'au moyen des sinus ou des cosinus des expres- 
sions de M , i\, Zy m', v'^j z y qui, en se combinant avec les sinus 
et les cosinus de l'angle rît — nt-^-^ — e, et de ses multiples, 
produisent des sinus et des cosinus d'angles dans lesquels i est 
dififérent de i. 

Si l'on regarde les excentricités et les inclinaisons des orbites 
comme des quantités très-petites du premier ordre, il résulte des 
formules du n** 22 que dans les expressions de u , r^, z ou r5, 
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s étant la tangente de la latitude de m, le coefficient du sinus ou 
du cosinus d'un angle tel que^. (nf-f-e), est exprimé par une série 
dont le premier terme est de Tordre/; le second terme, de Tordre 
f-h^ ; le troisième terme, de Tordre /h- 4, et ainsi de suite. Il 
en est de même du coefficient du sinus ou du cosinus de Tangle 
f. [nt-he)^ dans les expressions de u', v^, z. Il suit de là que i 
et ï étant supposés positifs, et ï plus grand que i, le coefficient /r, 
dans le terme mk. cos. (iVf — i/ifH-il) , est de Tordre ï — i, et que 
dans la série qui Texprime, le premier terme est de Tordre ï — i, 
le second terme est de Tordre ï — i -f- 2, et ainsi de suite; en sorte 
que cette série est fort convergente. Si i était plus grand que T, 
les termes de la série seraient successivement des ordres i — i', 
i — r-j-2, etc. 

Nommons tsr la longitude du périhélie de Torbite de m , et 
celle de son nœud; nommons pareillement 'cr' la longitude du 
périhélie de Torbite de m', et 0' celle de son nœud ; ces longitudes 
étant comptées sur un plan très-peu incliné à celui des orbites. 
Il résulte des formules du n° 22 que, dans les expressions de u , v 
et z, Tangle nf-f-e est toujours accompagné de — tsr, ou de — 0, 
et que, dans les expressions de u', v] et z, Tangle nt-\-t est tou- 
jours accompagné de — tsr', ou de — 0'; d'où il suit que le terme 
m'fc . cos. { ïrit — mf -h i ) est de cette forme : 

mk. COS. [int — int-hie — ie — g'cs — ^W — ^"0 — ^'*0') , 

g, g, g\ g"' étant des nombres entiers positifs ou négatifs, et tels 
que Ton a 

V • t 1/ tn 

= 1—1—9—9—9 —9 ' 



Cela résulte encore de ce que la valeur de jR et ses diffi^rents 
termes sont indépendants de la position de la droite d'où Ton 
compte les longitudes. De plus, dans les formules du n** 22, le coef- 
ficient du sinus et du cosinus de Tangle tsr a toujours pour facteur 

TOME I. 39 
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lexccntricité e de l'orbite de m; le coefficient du sînus et du cosinus 
de l'angle i^ a pour facteur le carré e^ de cette excentricité, et 
ainsi de suite. Pareillement le coefficient du sinus et du cosinus de 
l'angle 6 a pour facteur tang. (y 9)' 9 ^^^^ l'inclinaison de l'orbite 
de m sur le plan fixe. Le coefficient du sinus et du cosinus de l'angle 
20 a pour facteur tang*. (y (p), et ainsi du reste; d'où il résulte que 
le coefficient k a pour facteur ^. è^\ tangî'^. (i ^ ). tang^. (- ^') ; les 
nombres ^, ^', ^ , g" étant pris positivement dans les exposants 
de ce facteur. Si tous ces nombres sont positifs en eux-mêmes, 
ce facteur sera de l'ordre ï — i en vertu de l'équation 



= i—i — g—g—g —g , 



niais si l'un d'eux, tel que g, est négatif et égal à — g, ce facteur 
sera de l'ordre i — i-h2g. En ne conservant donc, parmi les 
termes de R, que ceux qui, dépendants de l'angle int — int, sont 
de l'ordre i — i , et en rejetant tous ceux qui , dépendants du même 
angle, sont des ordres i' — 1-+- 2 , i — i-f-4i etc. l'expression de R 
sera composée de termes de la forme 

H.es.e9\t3ing9\ (|(p) . tang^. (|9') .cos. [int—int-i-ie — ie 

—g^—g^'—gB—g^B'). 

H étant un coefficient indépendant des excentricités et des incli- 
naisons des orbites, et les nombres g, g, g\ g"' étant tous positifs 
et tels que leur somme soit égale à i — i. 

Si l'on substitue dans jR, a. (i-+-a ) au lieu de r, on aura 



\dr ) \ "û / 



Si dans cette même fonction on substitue, au lieu de a, v et Zy 
leurs valeurs données par les formules du n° 22, on aura 

dR\_(dR 

dv)~\de 

pourvu que l'on suppose e — tsr et e — B constants dans la difFé- 
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rentielie de R prise par rapport à e, car alors a , v et z sont 
constants dans cette dififérentielle; et comme on aiv=nt+e+v^, 
il est clair que Téquation précédente a lieu. On pourra donc obte- 
nir facilement les valeurs de r. (-7—) et de (-t-) qui entrent dans 

les équations dififérentielles des numéros précédents, lorsque l'on 
aura la valeur de R développée en série de cosinus d'anges crois- 
sant proportionnellement au temps t. La différentielle dR sera 
pareillement très-facile à déterminer, en observant de ne faire 
varier dans R que l'angle n t, et de supposer l'angle nt constant ; 
puisque dR est la différence de R, prise en supposant constantes 
les coordonnées de m qui sont fonctions de nt. 

49, La difficulté du développement de R en série se réduit à 
former les quantités A^'\ B^'\ et leurs différences prises soit rela- 
tivement à a, soit relativement à a. Pour cela considérons géné- 
ralement la fonction (a' — 2 aa. cos. ô-f-a')""', et développons-la 
suivant les cosinus de l'angle B et de s^s multiples. Si l'on fait 

-7=a, elle deviendra a ~". (1 — 2 a.cos. 0-+-a')""'. Soit 
(1 — 2a.cos. ÔH-aM—'^T-è -4-i .cos. 0-+-i .cos. 2 

H-i . cos, 3 H- etc- 

s 

b , b ^ b y etc. étant des fonctions de a et de s. Si l'on prend 

s s s ^ 

les différences logarithmiques des deux membres de cette équation 
par rapport à la variable 6, on aura 

— 2s.a.sin.6 — b .sin.O — 26 .sm.26 — etc. 



1 — 2a.cos. ô-+-a* |. 6 -f-6 . cos, 6 -h b . ces. 2 ô -t- etc. 

^ s s s 

En multipliant en croix et comparant les cosinus semblables, on 
trouve généralement 

[l — l).(l-t-a ). 6 — [i-h-S — 2). a . 
6^'")= i 1 ; (a) 

(/ — s), a 

39. 
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on aura ainsi h ^ h ^ etc. lorsque Ton connaîtra h' et 6 . 

s s ^ s s 

Si Ton change s en 5-j-i dans Fexpression précédente de 
(i — 2a. COS. ô-f-a')~', on aura 

(i — 2 a.cos.0-ha*)""'"~' = T. fe -hb .cos. 0-t-è .cos.2Ô 

-f-6 .COS. 3 ô -h etc. 

En multipliant les deux membres de cette équation par 

1— 2a.cos.ô+a% et en substituant, au lieu de (i— 2a.cos.0+a') , 

sa valeur en série, on aura 

^.0 -1-6 .COS. 0-h6 . cos. 2 -f- etc. = 

^ s s s 

(i— 2a.cos.0+a*). 4"-è' +6 .cos.ô+è' .cos. 20 + 6' .cos. 30+etc.; 
d*où l'on tire, en comparant les cosinus semblables, 

.(«) / X ,(0 ,(«-0 ,(«-+-0 

6 =z(i-f-aM.6 — a. 6 — a. 6 

i ^ ' i-M i-Hi i-hi 

La formule (a) donne 

.. i.(iH-aM.6' — (i-h-5).a6* 

i^«-^»i ^ ^ J4-1 v / s-hi 



i-M (l — s), a ' 



l'expression précédente de 6/'^ deviendra ainsi 



2 5 . a . 6 S . ( 1 -h a*) . 6 

I i»7 c_l_i N / 





('^ 5-Hl * ' 5-1-1 



t 



En changeant i en i-f-i dans cette équation, on aura 

,. ,. 25. a. 6 — 5.(i-t-a*).6 



et si l'on substitue, au lieu de 6 , sa valeur précédente, on aura 

(.•^„_ s.{i+s).a.{i + a').b'^'^^+S.\2.{i-s).a''--i.{i+a'Y\.b'^_^^ 
s (i — s).[i — 5H-i).a 
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Ces deux expressions de b et de 6 donnent 

* s s 

,(0 5 ^ ' 4 s s ,,. 

^^. = (Tzr^. ? (^) 

en substituant, au lieu de è , sa valeur tirée de Téqualion (a), 
on aura 

(fui). (. + ,.). 6"V ^-('+^-^ ,.6""-' 

,(') s ^ ^ s s s , . 

^-H. = [7=::^^ ' (^) 

expression que Ton peut conclure de la précédente, en y chan- 
géant i dans — /, et en observant que b =b .On aura donc. 



au moven de cette formule, les valeurs de è ,6 ,6 , etc- 

(o) (1) {«) *"^' *"^' *"^' 

lorsque celles de 6 , 6 , è , etc. seront connues. 

* s s s 

Nommons, pour abréger, X la fonction i — 2 ol. cos.d-i-a\ Si 
l'on différentie par rapport à a l'équation 

\-*=^.b -hb .cos.d-\-b .COS. 2 -h etc. 

^ s s s 



on aura 



db'' db'' db'' 



— 25.fa— COS. ô).X"'~"'=-7--î-^+-^- COS.0+-T-^. COS. 2Ô+etc. 
^ ^ ' da (la (la 

mais on a 



— a H- COS. 0= 

la 

on aura donc 



— 5 



rfé'"' ./6"' 



a a ' aa (la 

d'où l'on tire généralement 



5 + 1 
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En substituant, au lieu de 6 sa valeur donnée par la formule [b) 



on aura 



s 



i-f-(iH-2 5).a*l ,fO 2.(1 — 5-t-i) ,{«H-i) 



da \ a.(i — a') )' s i — a* 

Si Von dififérentie cette équation, on aura 

«.(!_««) jVe/a "^ j (1 — «t a*j'^ 

2.(1 — 5-f-l) " , 4.(1 — 5-f--i).a .(»'-^i) 

1 — a* ' da (1 — a*)' ' s 

En diflFérentiant encore, on aura 

a.[\—oL^) y da- "^^'i [l — d'Y «Vrfa 

A.(i-4- 5).a.( 3 + a>) , 21) .(0 2.(1-5+1) ^^^'"' 



j 



(1 — a*)' a'j* i 1 — a* * rfa* 

8.(1— 5-Hl).a ^^ A.(g— 5-Hl).(lH-3a*) .(.-.; 

(,_«.). • rfa (! — «•)' ^ * * 

On voit ainsi que pour déterminer les valeurs de b et de ses 

différences successives, il suffit de connaître celles de b et de 

b . On déterminera ces deux quantités de la manière suivante. 

Si Ton nomme c le nombre dont le logarithme hyperbolique 
est l'unité, on pourra mettre l'expression de X"~' sous cette forme, 

A =(1 OL.C I .Il OL.C I . 

En développant le second membre de cette équation par rapport 
aux puissances de c ' , et de c * , il est visible que les 

deux exponentielles c ' , et c ' auront le même coeffi- 
cient, que nous désignerons par h La somme des deux termes 
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k.c* ' ~ et k.c~ ' ~ est a/c.cos. lô; ce sera la valeur de 
b ' . COS. i ô; on aura donc 6 = 2 fc. Maintenant Texpression de X""* 
est égale au produit des deux séries. 

i-f-^a.c^' * H ^--^--i-tf.c^^- * -H etc. 

1.2 

-^6 \/~i 5.(5+1) , — ofiv/ITî 

H-5a.c '^^ ^H ^— ^--^.a\c ^'^^ *-+-etc. 

1.2 

en multipliant donc ces deux séries l'une par l'autre, on aura 
dans le cas de i= o, 

jt=i-f-5\a«-f-(^^^y.a*-hetc. 
et dans le cas de i= 1 , 

j^^«L+, /-(^+0 .a.-^M£±i) /-(^+0-(^ ±Hl.«>+etc.i; 
( 1.2 1.2 1.3.0 ) 

partant 

,W I . , /5.(5+l)\* . , /i.(5+i).(s+a)\' , , , »■ 

6"':^.a.L+.. ^-(^+'^ «'+i:i^±il. ^-(^+'^t+^^ a>-f-etc.i. 

i ( 1.2 1.2 1.2.0 1 

Pour que ces séries soient convergentes, il faut que a soit moindre 
que l'unité; c'est ce que l'on peut toujours faire en prenant pour a 
le rapport de la plus petite des distances a et a à la plus grande; 

ainsi, ayant supposé »=— ,, nous supposerons a plus petit que a. 

Dans la théorie du mouvement des corps m, m', m", etc. on 

a besoin de connaître les valeurs de h et de 6 lorsque s=^\ 

et 5==-|-. Dans ces deux cas, ces valeurs sont peu convergentes 
si a n'est pas une petite fraction. Ces séries convergent avec plus 
de rapidité lorsque s = — y, et l'on a 

T'!.=.+(T)'..-+(^0'''+(7n)''-+(TOT)'«-+"- 

6(0 \ 1.1 j 1 1.1.3 ^ 1.3 1.1.3.5 j 1.3.5 1.1.3.5.7 g . I 

—1 I a. 4 i a.'i.O 4-6 a. 4.6.8 4.6.8 a.4.6.o.io ) 
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Dans la théorie des planètes et des satellites il suffira de prendre 
la somme des onze ou douze premiers termes, en négligeant les 
termes suivants, ou, plus exactement, en les sommant comme une 
progression géométrique dont la raison est i — a'. Lorsque Ton 

(0) (0 (0) 

aura ainsi déterminé b , et 6^^, on aura 6, en faisant i = o, 

T T T 

et 5 = — Y, dans la formule (6) , et Ton trouvera 

(0) (1) 

h î !_ 

Si dans la formule (c) on suppose î = i, et 5 = — y, on aura 

(0) (i) 

b, = 



% 



(.-«') 



(0) (0 

Au moyen de ces valeurs de è, et de è^, on aura par les for- 

mules précédentes les valeurs de è^. ^^ ^^ ^^^ différences par- 
tielles, quel que soit le nombre i; et Ton en conclura les valeurs 

(«) . (0) (0 

de b^ et de ses diflTérences. Les valeurs de b^ et de b^ peuvent 

T T i 

être déterminées fort simplement par les formules suivantes : 

(0) (0 

b.=T—hr.. ^3= — 3. 



Maintenant, pour avoir les quantités A^'\ A^'\ etc, et leurs dif- 
férences, on observera que par le numéro précédent la série 

^.A^'^-hA^'K cos.ô-f-i^*^. COS. 2Ô-h etc. 

résulte du développement de la fonction 

a.cos.0 / , , /j , N\~T 
7; (a* — 2 aa. cos.6/-f-a') *, 

a ^ ' 
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dans une suite de cosinus de Tangle 6 et de ses multiples : en fai- 
sant -T =a, cette même fonction se réduit à 
a 

r.ft, -t-(— t: 7-fti l.cos.G 7-0, .cos.iO — etc. 

2a j \a' a jj a - 

ce qui donne généralement 

a — 

s 

lorsque i est zéro, ou plus grand que i , abstraction faite du signe. 
Dans le cas de i=i, on a 



On a ensuite 



i") = ^ - A i'" 

a^ a ^ 



\^da / a" da '{daj' 



1 4- 



a'' • </« ' 



/da\ 1 

or on a 1^-1 = — ; partant 

fdA^^ \_ 
\da )~ 

et dans le cas de (=i, on a 

/ dA M \ _ 1 

\da J TT* ' ( ' da 

Enfin, on a, dans le cas même de i=-i, 



(» 
db, 



/^A^\ 
\da' ) 

\da' ) 



1 i- 



a'^'da^ ' 

d'b': 

J I 

/4 • ,7-1 » 



da' I a'* • da 

etc. 

TOMB I. 40 
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Pour avoir les difiFérences de A^^ relatives k a , ou observera 
que A^'^ étant une fonction homogène en a et a, de la dimen- 
sion — 1, on a par la nature de ce genre de fonctions, 



«•r)-«'-r#)=-;^'^ 



d'où l'on tire 



,, (MA^A ... , /dA'^\ . /rfrf^cA 



etc. 



On aura jB^'^ et ses différences, en observant que, par le numéro 
précédent, la série 

|.jB(^^-+-F'^cos.0-+-B^*^cos.20-+-etc. 



est le développement de la fonction a ~\ (i — 2 a. cos.0-+-a*) * , 
suivant les cosinus de l'angle 6 et de ses multiples; or cette fonc- 
tion ainsi développée est égale à 

^~'-It-^3 -+-6 s .cos.d-hb, .COS. 20-f-etc. |; 



on a donc généralement 

(0 

rr.b 
a 
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d'où l'on tire 

(0 (•■) 

\da )~a''da ' \rfa» )~a'''da* ' 

De plus, £'*' étant une fonction homogène de a et de a, de la 
dimension — 3 , on a 






6/a 



d'où il est facile de conclure les différences partielles de B^^ prises 
relativement à a , au moyen de ses différences partielles en a. 

Dans la théorie des perturbations de m, par l'action de m, les 
valeurs de A^^ et de B^^ sont les mêmes que ci-dessus, à l'ex- 

ception de A^'\ qui, dans cette théorie, devient — r-b,. 

Ainsi le calcul des valeurs de A^'\ B^'\ et de leurs différences, 
sert à la fois pour les théories des deux corps m et m. 

50. Après cette digression sur le développement de R en série, 
reprenons les équations différentielles {X'), (F), (Z') des n*** 46 
et 47, et déterminons à leur moyen les valeurs de Sr, 8v et 8s, 
en portant la précision jusqu'aux quantités de l'ordre des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites. 

Si, dans les orbes elliptiques, on suppose 

on aura, par le n*" 22, 



u 



= — e. COS. [nt-he — "ts), «= — e. cos. [nt h- e — 'Bt'), 
v= 2 e. sin. (zif-he — 'cr), r'= 2 e.sin. [111-+- e — 'cr'), 

nt-h€, nt-he\ étant les longitudes moyennes de m et de m! ; a et 
a étant les demi-grands axes de leurs orbites ; eete étant les rap- 

40. 
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ports des excentricités aux demi-grands axes; enfin, tzr etisT' étant 
les longitudes de leurs périhélies. Toutes ces longitudes peuvent 
être rapportées indifféremment aux plans mêmes des orbites, ou 
à un plan qui leur est fort peu incliné, puisque Ton néglige les 
quantités de Tordre des carrés et des produits des excentricités 
et des inclinaisons. En substituant les valeurs précédentes dans 
fexpression de R du n° 48, on aura 



R = !l.. ^.A^^. COS. i{nt—nt-i-e—e) 



_^ . 2 .ja'.(J^)-2 (i-i).^^'-^) j.e'. COS. \i[n't-nt+e'-^) + nt+e'-zr'\; 

le signe 2 des intégrales finies s étendant à toutes les valeurs 
entières positives et négatives de i, en y comprenant la valeur 
i=o. De là on tire 

^-'j + î'-^-C^) -^T- 2.|a.(J^)+S.^«|.cos.iKf-n^+e'-e) 
~ 7 -r • (rfZ~j-^3a.(^ j.e. COS. (/if-4-e— isr) 



— zrAda . 






û • (ti— )--H-(2i+i).a.(T — )) , ,, , , 



le signe intégral S s'étendant, comme dans ce qui suit, à toutes 
les valeurs entières, positives ou négatives de i, la seule valeur 
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i = o étant exceptée, parce que nous avons fait sortir hors de ce 
signe les termes dans lesquels i=o: m' g est une constante ajoutée 
à l'intégrale /d R. En faisant donc 



fa'. 



/ddA^'^\ , -, ./<i^w\ a 



_^_ \i.{n-n')-3n\ ( . fdA^\ _^ ^n_ ^^,, 
3.{ i .(n— Ti')— Tij ' ( \da j n—n' ' 

-f- -r-^7 Tv • {cid '[-n 1 — 2.(ï — i).aA^'~'^; 

en preDant ensuite pour unité la somme des masses AT -h m, et 
observant que par le n"* 20, — 5— = n\ Téquation (A' ) de- 
viendra 

0= —T- — \-n\cn — 2n*mag .a\ l-j 1 

.S.|a*.(-î — )h r.a^^M .cos.i f/if— /if+e— e) 

-f-nW. Ce. COS. (/if-+-e — ist) -f- wW. D. e . cos. (/if-he — tsT') 
-Hn'm'.S.C'le.cos. {i(7i'f — nt-he — e)-f-nf-he — 'cr j 
-hn'm'.S. JDî*l e. COS. { i (n ( — nt-he — e ) -+- nt-]-e — ^' \ ; 
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et en intégrant, 

. , ^ m' .. /(f^w\ 
âu=^^'2mag-\ .a'.l -3 1 

m' , -^ 1 \da J 71— n' ' ., , , 

. 71*. S . ' ^^ r-j 77; ; . COS. l (n t U f-+-e £1 

2 i *. [n—n )■— 71* ^ ' 

-h m.f^.e. COS. [nt-he — 'fs)'h'm!.f\e.cos. (nf-j-e — tzr') 



771 x^ . / . X 771 



.C.nt.e. sin. (Tif+e — tsj) .D.nt. e. sin. (Tif-he — t») 

^ il 

77l'.S.T-r^ M^ r; ; . 6. COS. j l (tiV — Tlf +e'— e) + /lf+e — tST | 

|l(7l— 7l)— Tlp— 71* ^ ^ ' ' 

TTi'.S.T-TT TT— t: — -.e'.cos. J7(7i7-7if+e'-e)+7if+e-iiT'l, 

}l(7l— 7l)— 7l}*— 71* ' ^ ' ' 

f^ etf^' étant deux arbitraires. L'expression de âr en eîii, trouvée 
dans le n*" 47, donnera 






Sr f m 

— .7i*.S. { — ^^ ' [ .cos.i(7if— 7if+e — e) 

rn.Je.cos, [nt+e — ^) — m.f. e. cos. [nt+e—^') 



yaa / n — n 



771. 71*. s. 



771 



j l*. (n— 7l')*— 71* { l(n— 7l')— 71 j*— 71* 

I X e.cos. {i(7i'(— 7if+e'— e) + 7if+e— tzrj 
'. /l'.S . T-r; 77 — 7- — ; . 6. COS. i i (7i'f— 7if+e'— e+nf+e— «' } , 

j i (n—n)— 71 j*— 71* * ^ * 



felf étant des arbitraires dépendantes de/^ et de/'. 



9 
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Cette valeur de âr, substituée dans la formule [Y) du n"* 46, 
donnera âv, ou les perturbations du mouvement de la planète 
en longitude ; mais on doit observer que nt exprimant le moyen 
mouvement de m, le terme proportionnel au temps t doit dispa- 
raître de l'expression de âv. Cette condition détermine la cons- 
tante g, et Ton trouve 

Nous aurions pu nous dispenser d'introduire dans la valeur de âr 
les arbitraires y et/', puisqu'elles peuvent être censées comprises 
dans les éléments e et tsT du mouvement elliptique ; mais alors 
l'expression de âv aurait renfermé des termes dépendants de 
l'anomalie moyenne, et qui n'auraient point été compris dans ceux 
que donne le mouvement elliptique : or il est plus commode de 
faire disparaître ces termes de l'expression de la longitude, pour 
les introduire dans l'expression du rayon vecteur; nous détermi- 
nerons ainsiy^ety*' de manière à remplir cette condition. Cela posé, 

si l'on substitue au lieu dea.l-j-, — Jsavaleur— ^4^*""'^— a.( • 

on aura 

n— i . (ti— -Ti') ' n—i.[n—n) ' \da j 

, , ( ddAf-" \ 
/=,.ja...O-<...(^)_..(-l^)j, 



dA (■■-) 
da 
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soit, de plus, 



i'.(7i— n )■— /i* 1 \da ) n—n ) ^ \da* ) 



(i— i)./i 



2 



.{ 71 + 1 (/l—/l') 1— 3/1*/ . /jA,i\\ ^ ^n 

^ /rf^^n 271 ,,J 2 7l«.Jg<0 

-j 1 

2 . j 71— i (n— 7l') j 



f\ i« ^ 



• COS. i [nt'-nt+ e— e) 



71»— J7l— l(7l— 7l')j' 

on aura 

a'"6 ' \rfa / 2 ' * i».(n— n')»- 71* 

— m.fe. COS. (7if + e -^ 'Bt) — y^'-/' ^'- cos. [nt+ e — ist') 

Y 7n\C. 7l^ ^. sin.(7i f + e -- tzr) -+- Y TTi'. D. Tif . e . sin.(7if +e— 'Ct') 

— -i — 77 777; .^ • COS. i (71 t—nt+e — e) +7i(+e— ist 

, , -, I n*— 71-1(71— 71 )" ^ ^ ' ^ 

-f-7i\7n.S.( « J^^ ^^ 

1 — r-; — V ?\7; •^'- cos.li (7i'(— nf +e — e)+7if+e— «'} 

7l»—|7l— l(n— 71 )j* ^ ^ ' ' 

. , 27^^ a'.U H r^A^'^ 

ft 171 _ ) 71' ^,s ( \aa / 71 — 71 M • V ^- ^ \ 

eîv= — .S .j .a.A^M ■ — ^^ ^ ^ [•sm.i(7if— /if+e— e) 

i.(n-n')* ï('ï-'i').{ i«.(n-7i')»-7i'| ) 

m. C.nt.e. COS. [nt+e—'&) -^m.D.nt.é. cos. [nt+e—^') 

77 jT . e . sm. i [n t—nt+e — e) +7if +e-^BT 

nm.Z.i ^^;, , . . , , /î 

■1 n M.^'.sin.jifTi'f— 7i(+e'— e)+/if+e-^BT'j 

71— 1(71— 71) < ^ ' ' 
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le signe intégral S s'étendant dans ces expressions à toutes les 
valeurs entières positives et négatives de i, la seule valeur i=o 
étant exceptée. 

On doit observer ici que , dans le cas même où la série repré- 
sentée par 2 . A^K cos. i [nt — n(-f- e — e) est peu convergente» ces 

expressions de — et de âv le deviennent par les diviseurs qu elles 

acquièrent. Cette remarque est d'autant plus importante que sans 
elle il eût été impossible d'exprimer analytiquement les pertur- 
bations réciproques des planètes , dont les rapports des distances 
au soleil diffèrent peu de l'unité. 

Ces expressions peuvent être mises sous la forme suivante , qui 
nous sera utile dans la suite; soit 

h = e . sin. tzf, K = e. sin. ^', 
l=e . COS. tzr, /' = e. cos. tzr'; 
on aura 






i'.(n— n')*— n' 



} 

. cos. i [nt—nt+e—e) 



m .{hf-hlifl .sin. (/if+e) — m. \lf-^lf\ .cos. (nf-t-e) 
— . j/.C-+-/'.JDj./if.sin. (/i(-4-e) . jfc.C-f-fc'.Dj./if.cos. (/li+e) 

-7—1 -, TTTT.sin. i i/if— n(+e — e)+/i(+e 

+4— i -, rrr;-cos. i(n(— nf+e— e)+n<+e 

n'— j n— I (n— n )j 

' . («•(-7 — V — '-«^ 

d»= — .S.j .ail'''+2n'.j-i — ^^ '^ '|.sm.i(nf— nf+e— e) 

^ (i.(n-n')' ( «>-«')•{'*•("-'»?-'»' I 

-+-m'.{A.C+^'.Dj.Rf.sm.(/if+e)+m'. {/.C+/'.I>j.R^cos.(/^f+e)+ 
4l 



TOIU I. 
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^ 4: 7r'.sm.\i(nt-nt+e-e)+nt+e\ 

7-7 TT-.cos. i(/if— n(+e—e)+/if+e 

n—i.[n—n) ' ^ ^ ' 

en réunissant ces expressions de 5 r et de 8v aux valeurs de r et 
de V relatives au mouvement elliptique, on aura les valeurs en- 
tières du rayon vecteur de m et de son mouvement en longitude. 
51 . Considérons présentement le mouvement de m en latitude. 
Pour cela reprenons la formule (Z') du n"" 47. Si Ton néglige le 
produit des inclinaisons par les excentricités des orbites, elle de- 
vient 



d'Su . , 1 /dR\ 



L'expression de R du n° 48 donne, en prenant pour plan fixe 
celui de Forbite primitive de m, 



( 



dR\ m z m z —, j>,, ., , , . 

-T-) = — \ S .B^'Kcos.iin t — nt-he — e ; 

dz a^ 2 ^ ^ 



la valeur de i s étendant à tous les nombres entiers positifs et 
négatifs, en y comprenant même i = o. Soit y la tangente de 
Tinclinaison de l'orbite de m sur l'orbite primitive de m, et II la 
longitude du nœud ascendant de la première de ces orbites, sur 
la seconde; on aura à très-peu près 

z = a .y .sin. [nt -h e — H) ; 
ce qui donne 



( 



dR\ m ' I t. I -rwX Bl lT\i.\ • I -m-, \ 

-1— )=— 75-.y.sin.{nf-i-e — II) .aB^'Ky.sm.[nt-\-e — II) 

ni 



2 



.a.S .5^'""Ly.sin.|i(7i'f — nf-f-c,' — e)-+-7if-4-e — Il j. 



la valeur de i s'étendant ici, comme dans ce qui va suivre, à tous 
les nombres entiers positifs et négatifs, la seule valeur 1=0 étant 
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exceptée. L'équation différentielle en 8u deviendra donc, en mul- 
tipliant la valeur de (-j-) par /l'a' qui est égal à Tunité, 



G 



— 7- \-n\du — m./i*. — TT.y.sin. 7if-f-e — II) 

dt* a" ' ^ ' 

^!^^-^.aa.B^'Ky.sïn.{nt-+-e — H) 



2 



.aa.^.B^'-'\y.sm.\i{nt — nf-f-e' — e)-^nt-he — IIj; 



d'où l'on tire en intégrant, et en observant que, par le n"" 47, 
8s = — a. 5 w', 

5= ; — Ti.-Tr.y.sin.f/if+e— n 

T — .B^'Knt.y.cos.[nt+e—U) 

H .S.— —7 77 TTTT.y.sin. nnf— nf+e— e +nf+e— n . 

Pour avoir la latitude de m au-dessus d'un plan fixe peu incliné 
à celui de son orbite primitive, en nommant (p l'inclinaison de 
cette orbite sur le plan fixe, et B la longitude de son nœud ascen- 
dant sur le même plan, il suffira d'ajouter à §5 la quantité 
tang.^.sin.(t; — 0),ou tang. ^.sin.(nf-f-e — 0),en négligeant l'ex- 
centricité de l'orbite. Nommons (p' et & ce que deviennent ^ et 9 
relativement à m : si m était en mouvement sur l'orbite primitive 
de m, la tangente de sa latitude serait tang, (p\ sin. [n (-f- c — 0'); 
elle serait tang. ^. sin.(nf-he — 0), si m continuait de se mou- 
voir sur son orbite primitive. La difierence de ces deux tangentes 
est à très-peu près la tangente de la latitude de m au-dessus du 
plan de son orbite primitive, en le supposant mû sur le plan de 
l'orbite primitive de m; on a donc 

tang.(p'.sin.(/if+e— 0')--tang.^.sin.(/if+e— 0)=y.sin.(nf+e— n). 

41. 
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Soit 

tang. ^ . sin, d=p, tang. ^'. sin. d'=p, 

tang. (p . cos, d=q, tang. <p\ cos. 6'= q ; 
on aura 

y . sin. n =p' — p , y . cos. 11= ç' — q ; 

et par conséquent, si Ton désigne par s la latitude de m au-des- 
sus du plan fixe, on aura à très-peu près 
5=^.sin.(n(+e)— p.cos. (zif+e) 

-. — . (/>'— p) . JB^'^/if .sin. {nt+e) 

-. — .[q—q).B^'\nt. COS. irit+t) 

— ^Z^ • -Jr i (9-7) .sin. [jt!t+ey[jjl-p). COS. [nt+e] \ 

:^, ^\ Tr7i'Sm.\ilnt'-nt+e-e)+nt+e\ 

n*— |/i— i(/i— /i )( ^ ' 

, ^ ^.. Trrr.cos. i(/if— /if+e— e)+nf+e 

52. Rassemblons présentement les formules que nous venons 
de trouver. Nommons (r) et [v) les parties du rayon vecteur et 
de la longitude v sur Torbite qui dépendent du mouvement ellip- 
tique, on aura 

La valeur précédente de s sera la latitude de m au-dessus du plan 
fixe; maïs il sera plus exact d'employer, au lieu de ses deux pre- 
miers termes, qui sont indépendants de m', la valeur de la latitude 
qui aurait lieu dans le cas où m ne quitterait point le plan de son 
orbite primitive. Ces expressions renferment toute la théorie des 
planètes lorsque Ton néglige les carrés et les produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites, ce qui est le plus souvent 
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permis. Elles ont d'ailleurs Tavantage d'être sous une forme très- 
simple, qui laisse facilement apercevoir la loi de leurs différents 
termes. 

Quelquefois on aura besoin de recourir aux termes dépendants 
des carrés et des produits des excentricités et des inclinaisons, et 
même des puissances et des produits supérieurs. On pourra dé- 
terminer ces termes par l'analyse précédente : la considération 
qui les rend nécessaires facilitera toujours leur détermination. 
Les approximations dans lesquelles on y aurait égard introdui- 
raient de nouveaux termes qui dépendraient de nouveaux argu- 
ments. Elles reproduiraient encore les arguments que donnent les 
approximations précédentes, mais avec des coefficients de plus en 
plus petits, suivant cette loi qu'il est aisé de conclure du déve- 
loppement de R en série, donné dans le n^ 48 : un argument qui 
dans les approximations successives se trouve pour la première fois parmi 
les quantités d'un ordre quelconque r nest reproduit que par les quan- 
tités des ordres r-f-2, r-h4, etc. 

Il suit de là que les coefficients des termes de la forme 

t. ' . [nt-he] , qui entrent dans les expressions de r, v et s, sont 

approchés jusqu'aux quantités du troisième ordre, c est-à-dire 
que l'approximation dans laquelle on aurait égard aux carrés et 
aux produits des excentricités et des inclinaisons des orbites n'a- 
jouterait rien à leurs valeurs; elles ont donc toute la précision 
que Ton peut désirer ; ce qu'il est d'autant plus essentiel d'obser- 
ver, que de ces coefficients dépendent les variations séculaires des 
orbites. 

Les divers termes des perturbations de r, v, s, sont compris 
dans la forme 

k. \i(nt — nf-f-e — cj-hr/if-f-re , 

COS. ^ ^ ^ ' 

r étant un nombre entier positif ou zéro, et k étant une fonction 
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des excentricités et des inclinaisons des orbites de Tordre r ou 
d'un ordre supérieur : on peut juger par là de quel ordre est un 
terme dépendant d'un angle donné. 

Il est clair que l'action des corps m", m", etc. ne fait qu'ajouter 
aux valeurs précédentes de r, v et s, des termes analogues à ceux 
qui résultent de l'action de m, et qu'en né^igeant le carré de la 
force perturbatrice, les sommes de tous ces termes donneront 
les valeurs entières de r, v et s. Cela suit de la nature des for- 
mules (A'), {Y) et (Z), qui sont linéaires relativement aux quan- 
tités dépendantes de la force perturbatrice. 

Enfin on aura les perturbations de m, produites par l'action 
de m, en changeant dans les formules précédentes a, n, h, l, e, 
^, p, q et m, en a, n, h\ ï, e, 'cr', p\ q' et m, et réciproquement. 
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CHAPITRE VII. 



DES INÉGALITÉS SECULAIRES DES MOUVEMENTS CÉLESTES. 



53. Les forces perturbatrices du mouvement elliptique intro- 
duisent dans les expressions de r, -7- et 5, du chapitre précédent, 

le temps t, hors des signes sinus et cosinus y ou sous la forme d'arcs 
de cercle qui, en croissant indéfiniment, doivent à la longue 
rendre ces expressions fautives ; il est donc essentiel de faire dis- 
paraître ces arcs, et d'avoir les fonctions qui les produisent par 
leur développement en série. Nous avons donné pour cet objet, 
dans le chapitre v, une méthode générale de laquelle il résulte 
que ces arcs naissent des variations du mouvement elliptique, 
qui sont alors fonctions du temps. Ces variations s' exécutant avec 
une grande lenteur, elles ont été désignées sous le nom d'inégalités 
séculaires. Leur théorie est un des points les plus intéressants 
du système du monde : nous allons la présenter ici avec l'étendue 
qu'exige son importance. 

On a par le chapitre précédent , 

1 — ^.sin. (nf-f-c) — l.cos. (nfn-e) — etc. 



m 



a. { 2 



. {/.C-f-T. D\ . nt. sin. [nt-i-e) 



dv 



r 

.\h.C-^K .D\ .nt. COS. (/if-+-e) -+- m. S 

nH- 2/1^. sin. (/U-l-e)~h inl.cos. (n(-f-e)-hetc. 

— m', j /. C-^Ï.D j .7i*(.sin. (zif-f-e) 

m. \h.C-^K.D\ .n*f .cos.(7if-4-e) -hniT, 



328 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

5= ^.sin. (nf-+-e) — p.cos. (/i(-f-e)-f-etc. 



m 



m 



. a'a. [p — p) . B^'^ .nt. sin- (/if -+- e) 

.a^a\ [q — q) .B^'\nt. cos. (nf-he)-+-m'. j(^; 



5, r, X étant des fonctions périodiques du temps t. Considérons 
d'abord l'expression de -^, et comparons -la à l'expression de j 
du n"* 43. L'arbitraire n multipliant l'arc t sous les signes pério- 
diques dans l'expression de ^, on doit alors faire usage des 
équations suivantes trouvées dans le n** 43 , 

o=X'-^d.r—Y, 

etc. 

Voyons ce que deviennent ici X, X' , X\ Y, etc. en comparant 
l'expression de -t-, à celle de j du numéro cité» on trouve 

X=/i+2nfc.sin. (nf+e) + 2/i/.cos. (/i(+e)+m'. T, 

F=m'.n\{A. C+^'.i) j. cos.(/if+e)— m'./i\{ Z.C+r.Dj -sin- (nt+e). 

Si l'on néglige le produit des différences partielles des constantes, 
par les masses perturbatrices, ce qui est permis, puisque ces dif- 
férences sont de l'ordre de ces masses, on aura, par le n** 43, 

A'= (-Tjû) .{i-f-2fc.sin. (/if-t-e)-f-2/.cos.(nf-He) j 

-4-2/1. f-74| . I A.cos. (/if-t-e) — /.sin. (n(-j-e) j 

(dh\ . . X làl\ . . 

H- 2/1. I^j .sm. (/if-f-e)-f-2/i(-T^| -COS. (/if-+-e), 

^"=2/1. 1 jjrj . {A. COS. (/if-Hs) — /. sin.(/if-he) j. 



2 
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L équation o^X'-+'d.X'' — Y deviendra ainsi 

o = ( j^j.jiH-î^.sîn. (nf-f-e)H-2/.cos. (nf-f-e) | 

fdh\ . , . (dl\ , . 

-f- 2n . ( ^1 . sin. (yif + e) H- 2 AI . 1 -7^ I . COS. {yif-he) 

^\ ^*(rfô")~^(rf?) ! •l^-^^^-('^'"^"^) — /.sin. (yif-f-e)l 

— m'.yi*. {^.C4-A'.2)j.cos.(yif4-e)+m'.7i*.j/.C+r.Dj.sin. (yif+e)^ 

En égalant séparément à zéro les coefficients des sinus et des co- 
sinus semblables, on aura 

<>=(§)-'(S)-4^-i'-c-''-i>i. 

Si Ton intègre ces équations, et si dans leurs intégrales on 
change B en f, on aura par le n** 43 les valeurs des arbitraires en 
fonctions de f , et l'on pourra effacer les arcs de cercle des expres- 
sions de -T- et de r; mais, au lieu de ce changement, on peut 

tout de suite changer 9 en f dans ces équations différentielles. La 
première de ces équations nous montre que n est constant, et 
comme l'arbitraire a de l'expression de r en dépend, en vertu de 

l'équation 71'= —, a est pareillement constant. Les deux autres 

équations ne suffisent pas pour déterminer hy l, e. On aura une 

nouvelle équation en observant que l'expression de -tt- donne, en 

l'intégrant, fndt pour la valeur de la longitude moyenne de m, 

TOME I. 42 



330 MÉCANIQUE CÉLESTE. 

or nous avons supposé cette longitude égale à nt-he; on a donc 
nt-i-e^^fndt, ce qui donne 



dn de 



dn 



et comme on a -y- =o, on aura pareillement -^ = o. Ainsi les 

deux arbitraires n et e sont constantes ; les arbitraires A et / se- 
ront par conséquent déterminées au moyen des équations diffé- 
rentielles , 

^ = _^.|i.C+M)l, (,) 

§= ^.|*.C-+-J'.D|. (,) 

La considération de Texpression de -^ nous ayant suffi pour dé- 
terminer les valeurs de n, a, /i, / et e, on voit à priori que les 
équations différentielles entre les mêmes quantités, qui résultent 
de l'expression de r, doivent coïncider avec les précédentes. C'est 
ce dont il est facile de s'assurer à posteriori en appliquant à cette 
expression la méthode du n° 43. 

Considérons maintenant l'expression de s. En la comparant à 
celle de y du numéro cité, on aura 

X=^q.sin. [nt-\-e) — p.cos. (/if-he) -t-m'. p(^, 
F::= —j — .aUi.B^'K [p — p) .sin. [nt r-e) 

-^ j — .a*a.B^'K [q — ^').cos. {nt-\-e), 



n et e étant constants par ce qui précède; on aura, par le n° 43, 
X"=o. 
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L'équation o=X'-^ B.X* — Y devient ainsi 



m . 71 



-. — .a'a.B^'K [p — p).sm. (/itH-e) 



m . n 



j — .a*a.B^'K [cf — ^').cos. [nt-he); 

d'où l'on tire, en comparant les coefficients des sinus et des 
cosinus semblables, et en changeant en t, pour avoir directe- 
ment p et ^ en fonctions de t , 

$=-4^-«'«'^"M7-7')^ (3) 

Lorsque l'on aura déterminé p et ^ par ces équations, on les subs- 
tituera dans l'expression précédente de 5, en efFaçant les termes 
qui contiennent des arcs de cercle , et l'on aura 

5 = ^. sin. (nf-4-e) — p.cos. [iit-\-e)-¥-m\ y^. 

54. L'équation -y- =o, que nous venons de trouver, est d'une 

grande importance dans la théorie du système du monde en ce 
qu'elle nous montre que les moyens mouvements des corps cé- 
lestes et les grands axes de leurs orbites sont inaltérables; mais 
cette équation n'est approchée que jusqu'aux quantités de l'ordre 
m. h inclusivement. Si les quantités de l'ordre m. h* et des ordres 

suivants produisaient dans -y- un terme de la forme 2kt, k étant 

une fonction des éléments des orbites de m et de m, il en résul- 
terait dans l'expression de v le terme kt\ qui, en altérant la lon- 
gitude de m proportionnellement au carré du temps, deviendrait 

42. 



3r= 
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dn 

à la longue extrêmement sensible. On n aurait plus alors -t-=o; 
mais , au lieu de cette équation , on aurait par le numéro précé- 
dent -7- = 2/c; il est donc très-important de savoir s*il existe dans 

l'expression de v des termes de la forme k.f. Nous allons démon- 
trer que si l'on n'a égard qu'à la première puissance des masses 
perturbatrices, quelque loin que l'on porte d'ailleurs les approxi- 
mations relativement aux puissances des excentricités et des in- 
clinaisons des orbites, l'expression de v ne renfermera point de 
termes semblables. 

Reprenons pour cela la formule (A) du n*" 46, 

a.cos.v.fndt. rsin.v. \ 2 .fdR+r. l -^ \ \—a.sm.v.fndt rcos.v. \ 2 .JàR+r. ( -j- ) { 

Considérons la partie de Sr, qui renferme des termes multipliés 
par t*, ou, pour plus de généralité, considérons les termes qui, 
étant multipliés par le sinus ou par le cosinus d'un angle af+ê, 
dans lequel a est très -petit, ont en même temps a* pour divi- 
seur. Il est clair qu'en supposant a ^o, il en résultera un terme 
multiplié par t\ en sorte que ce second cas renferme le premier. 
Les termes qui ont a' pour diviseur ne peuvent évidemment ré- 
sulter que d'une double intégration; ils ne peuvent donc être 
produits que par la partie de Sr qui renferme le double signe 
intégral /. Examinons d'abord le terme 



Si l'on fixe l'origine de l'angle v au périhélie , on a dans l'orbite 
elliptique, par le n"* 20, 

a.(i-e*) 

r= — ^ *—, 

i+e. cos.i; 
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et par conséquent, 



a.(i— e*)— r 

cos.î;= — ^ ^ — ; 

er 



d*où Ton tire en difTérentiant, 



r^dv. siu.v= —^ -.dr; 



mais on a par le n° 19 



r*.dv=dt.^^a[i — e*)=a*.ndt.\i-—e^; 
on aura donc 

andt.r.sin.v rdr 

\/i—e* e 



• • 



, . "ia.cos.v.fndtAr.sin.v.fdR] -, . -, 

Le terme ^ — — ' — «^ deviendra ainsi 

(i.\/ï—? 
"LSSîl^.fi^rdr.fdR), ou £^!i^.|r'./dfi— /rVdjRj. 

% 

Il est visible que cette dernière fonction ne renfermant plus de 
doubles intégrales, il ne peut en résulter aucun terme qui ait a' 
pour diviseur. 

Considérons présentement le terme 

2a. sin.v. fndt. \r. cos.v.fdR \ 

de l'expression de Sr. En substituant pour cos.v, sa valeur pré- 
cédente en r, ce terme devient 

2a.sin. y. fndt. \r—a.{i—e*)\fdR 

fte.y/i— e* 
On a par le n" 22 

r=a.}i-f-|e*-f-e.x'|. 
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j(^' étant une suite infinie de cosinus de Tangle nt-he et de ses 
multiples; on aura donc 

Jndt.\r-a{^-e^)\fdR ^a.fndt.\^e-^x'\-fàR- 

Nommons yj l'intégrale fy^' ndt; on aura ï« 

aJndt.\\e+x\fàR=h^^J^dtJàR+axJàR-a.fx.àR' 

Ces deux derniers termes ne renfermant point le double signe 
intégral, il ne peut en résulter aucun terme qui ait a' pour divi- 
seur; en n'ayant donc égard qu'aux termes de ce genre, on aura 

2a.sm.v.fndt.\r.cos.v.fdR\ ia^e.sin.v.fndt.fdR dr Sa ^ , fAn. 

(x.^i—e* ii.Sji—e^ ndt (i 

et le rayon r deviendra 

(r) et (— 7t) étant les expressions de r et de— 7-, relatives.au 

mouvement elliptique. Ainsi, pour avoir égard, dans l'expression 

du rayon vecteur, à la partie des perturbations qui est divisée 

3a 
par a\ il suffit d'augmenter de la quantité — .fndt.fàR, la Ion- 

gitude moyenne 7if-f-e, de cette expression relative au mouve- 
ment elliptique. 

Voyons comment on doit avoir égard à cette partie des per- 
turbations dans l'expression de la longitude v. La formule [Y) du 

O J 

n° 46 donne en y substituant — .—r-.fndt.fdR au lieu de âr, 
et en n'ayant égard qu'aux termes divisés par a', 

2rddr+dr* 

1 



âv= ; ^. — .fndt.faR; 
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or on a, par ce qui précède, 

j ae.ndt.ûn.v ,j , j^^l ^ 

ar= — , r*av = a*/iaf.yi — ^'; 

d'où il est facile de conclure, en substituant pour cos. v sa valeur 
l^récédente en r, 

2rddr+dr* 
a^n*dt^ dv 



Vi—e* ndt 

en n ayant donc égard qu'à la partie des perturbations qui a 
pour diviseur œ\ la longitude v deviendra 



(")+(^)-t/"'"/'1''' 



[v) et ( —7- j étant les parties de v et de —j- , relatives au mou- 
vement elliptique. Ainsi , pour avoir égard à cette partie des per- 
turbations, dans l'expression de la longitude de m, on doit suivre 
la même règle que nous venons de donner pour y avoir égard 
dans l'expression du rayon vecteur; c'est-à-dire qu'il faut aug- 
menter, dans l'expression elliptique de la longitude vraie , la lon- 

3a 
gitude moyenne nt-he delà quantité — .fndt.fàR. 

La partie constante de l'expression de (— tt-), développée en 

série de cosinus de l'angle nt-he et de ses multiples, se réduisant 

à l'unité, comme on l'a vu dans le n° 22, il en résulte dans l'ex- 

3a 
pression de la longitude le terme — .fndt.fàR. Si àR renfer- 

mait un terme constant km. ndt, ce terme produirait dans Tex- 

pression de la longitude v le suivant |- . - — .knU\ L'existence de 

semblables termes dans cette expression se réduit donc à voir 
si diî renferme un terme constant. 
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Lorsque les orbites sont peu excentriques et peu inclinées les 
unes aux autres, on a vu, n° 48, que R peut toujours se réduire 
dans une suite infinie de sinus et de cosinus d'angles croissant 
proportionnellement au temps t. On peut les représenter géné- 
ralement par le terme km.cos.\int-hint-\-'A\y i et i étant des 
nombres entiers positifs ou négatifs, ou zéro. La différentielle de 
ce terme, prise uniquement par rapport au moyen mouvement 
de m, est — ik.m.ndt.sin.\int'i-'int-hA\; c'est la partie de dR 
relative à ce terme : elle ne peut pas être constante , à moins que 
Ton n'ait = 1' ai' -h in, ce qui suppose les moyens mouvements 
des corps m et m commensurables entre eux ; et comme cela n'a 
point lieu dans le système solaire, on doit en conclure que la 
valeur de dR ne renferme point de termes constants, et qu'ainsi, 
en ne considérant que la première puissance des masses pertur- 
batrices, les moyens mouvements des corps célestes sont uni- 
formes, ou, ce qui revient au même ^ = o. La valeur de a étant 
liée à celle de n au moyen de l'équation 71*= ^ , il en résulte 

que si l'on néglige les quantités périodiques , les grands axes des 
orbites sont constants. 

Si les moyens mouvements des corps m et m, sans être exacte- 
ment commensurables, approchent cependant beaucoup de l'être, 
il existera dans la théorie de leurs mouvements des inégalités 
d'une longue période, et qui pourront devenir fort sensibles à 
raison de la petitesse du diviseur a\ Nous verrons dans la suite 
que ce cas est celui de Jupiter et de Saturne. L'analyse précé- 
dente donnera d'une manière fort simple la partie des perturba- 
tions qui dépend de ce diviseur. Il en résulte qu'il suffit alors 
de faire varier la longitude moyenne nt-he ou fndt, de la quan- 
tité — fndt.fdR; ce qui revient à faire croître n, dans l'inté- 
grale fndt, de la quantité -/diî; or, en considérant l'orbite 
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de m comme une ellipse variable , on a n* = -^ ; la variation pré- 
cédente de n introduit donc dans le demi-grand axe a de l'orbite 
la variation =^ — . 

Si Ton porte dans la valeur de -jj 1^ précision jusqu'aux quan- 
tités de l'ordre des carrés des masses perturbatrices, on trou- 
vera des termes proportionnels au temps; mais en considérant 
avec attention les équations diflPérentielles du mouvement des 
corps m, m!, etc. on s'assurera facilement que ces termes sont en 
même temps de l'ordre des carrés et des produits des excentri- 
cités et des inclinaisons dés orbites. Cependant, comme tout ce 
qui afiFecte le moyen mouvement peut à la longue devenir fort 
sensible, nous aurons dans la suite égard à ces termes, et nous 
verrons qu'ils produisent les équations séculaires observées dans 
le mouvement de la lune. 

55. Reprenons maintenant les équations (i) et (2) du n° 53, 
et supposons 

m .n.C , — , m .n.D 

(o, i) = 

elles deviendront 

dh_ 
dt 

dl_ 
dt 



0,1 



(o, 1) . / |Ot l| . l y 



(o, i)./l-h |o.t| • h . 



Les expressions de (o, 1) et de [ôTî] peuvent être déterminées fort 
simplement de cette manière. En substituant, au lieu de C et 
de D, leurs valeurs déterminées dans le n"" 50, on aura 

r-i '^'•'^ i J(0 . M^^'^\ 1 3 (àdA^\ 

TOME I. 43 
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On a , par le n° 49 , 






(0) (0) 

db i bdbi 






da^ ' 



(0) (•) 

(26, (2(26 1 
on obtiendra facilement, par le même numéro, -^-^ et , ^ ' , en 

fonctions de 6 , et de 6 ^^^ ; et ces (quantités sont données en fonc- 

T T 

(0) (0 

tions linéaires de 6 , et de 6 , ; on trouvera, cela posé, 

^'\da )^^^'\da^ ;~"q. (!-««)»' 

partant 



Sm.n.at^.b , 



(o..) 



Soit 

1 

(a* — 2aa .cos.9-4-a*) * = (a,a)-h(a,ay.cos.9-4-(a,ay.cos.2 9-4-etc. 
on aura , par le n*" 49 , 

^ (0) / / / ^*^ 

(a,a)=Ya. 6 ,, (a,a)'=a. 6 , , etc. 

r T 

on aura donc 

. 3m'.na*a'.{a,ay 

^°''>— 4.(a'*-a*)« • 

On a ensuite , par le n° 49 , 

(1) 
en substituant, au lieu de 6 , et de ses différences, leurs valeurs 

en 6^^ ^* ^_ 1» ^^ trouvera la fonction précédente égale à 

t s 

( (0 (0) ) 

3a. (i + a*).6_^+Ta.6__^ 

! « L-L • 



1 
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partant 

!(0 (0) 

^= MT^r^^f ~~ 

OU 

On aura donc ainsi des expressions fort simples de (o, i) et de [ôTî] ; 

et il est facile de se convaincre, par les valeurs en séries de b » 

et de 6_ j_ , données dans le n*" 49 , que ces expressions sont posi- 

tives si n est positif, et négatives si n est négatif. 

Nommons (o. a) et [ôTà] , ce que deviennent (o, i) et [ôTî] , lorsque 
Ton y change a et m! dans a et rn. Nommons pareillement (o, 3) 
et [Ô73] ce que deviennent ces mêmes quantités, lorsque l'on y 
change a et m, en a" et m"; et ainsi de suite. Désignons, de plus, 
par h\ V; h"*, V, etc. les valeurs de h et de /, relatives aux corps 
m', m", etc. on aura, en vertu des actions réunies des diflférents 
corps m', tfi, m"', etc. sur m. 



^=: |(o. i) + (o,2) + (o.3)+etc. j./— [03 ./'— [03 .T— etc. 
^ = — j (o, 1) + (o. 2) + (o, 3) +etc. }. A+ [Ô7T] . A'+ [ôTâ] . A^'+etc. 

Il est clair que -jt- , -^r- ; -jr- , -tt- , etc. seront déterminés par 
des expressions semblables à celles de ^ et de ^ , et qu'il est 

facile de conclure de celles-ci, en y changeant successivement ce 
qui est relatif à m, dans ce qui a rapport à m', m, etc. et récipro- 
quement. Soient donc 

43. 
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ce que deviennent 

(o, i), (ôTT] ; (o, a), ^, etc. 

lorsque l'on y change ce qui est relatif à m, dans ce qui est rela- 
tif à m, et réciproquement ; soient encore , 

(ï.o), ^ ; (a, i), [TT], etc. 

ce que deviennent 

(o, a), [ôTj] ; (0,1), [Ô7Ï] , etc. 

lorsque Ton y change ce qui est relatif à m, dans ce qui est rela- 
tif à m", et réciproquement, et ainsi de suite. Les équations difiPé- 
renlielles précédentes rapportées successivement aux corps m, m, 
m", etc. donneront, pour déterminer h, l, h', ï, h', Y, etc. le sys- 
tème suivant d'équations. 



dh_ 
dt~ 

ii- 
dt~ 

dt~ 

iL- 

dt~ 

dt ~ 

—= 
dt" 

etc. 



(o 



1) + (o, 2) + (o. 3) + etc. j ./- [ô;3 . f - [03 . T- [ÔT3] . T- etc. 



i) +(o.a)-H(o,3)+etc.}.A-f-(ô7i] .h'+W^. h'+ [ô| . h''+ etc. 
o) + (..a) + (1.3) +etc. I ./'- [I]ô] . Z - [T^ . r_ [IT3] . T-etc. 
o) + (i. ») + (i, 3) 4- etc. \.h'+ \î]o\ .h + \rj\ . h'^ \ri\ .^*+ etc. / W 
o) -t- (2. i) + (a, 3)+ etc. \.r-^.l-^.ï -\j]3\. T-etc. 
o) + (a. i) + (a, 3) +etc. 1.^"+ ^ .h + ^ .h'+ \^ .h''+ etc. 



Les quantités (0.1) et (1,0), [ôTT] et [îTô], ont entre elles des rap- 
ports remarquables qui peuvent en faciliter le calcul , et qui nous 
seront utiles dans la suite. On a, par ce qui précède. 



(o.») 



3m . na*.a.[a,a')' 
4. (a'"— a')' 
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Si, dans cette expression de (0,1), on change m' en m, n en n, 
a en a, et réciproquement, on aura l'expression de (1,0), qui 
sera par conséquent 

, . 3m . 71 a*.a.(a,a) 
("^) = 4.(a'-a')' ^ 

mais on a {a,ay=^[a,a)\ puisque Tune et lautre de ces quantités 

résulte du développement de la fonction (a* — aaa.cos.ôn-a') * 
dans une série ordonnée suivant les cosinus de l'angle et de ses 
multiples ; on aura donc 

(o, 1) . m. Tia i=(i,o) .m. na; 

or on a, en négligeant les masses m, m, etc. vis-à-vis de Af, 

n'=:— , n*=^-r^ etc. 
a' a ^ 

partant 

(o, 1) . m.\a=(i,o) . m.\a , 

équation d'où l'on tirera facilement (1,0), lorsque (0.1) sera dé- 
terminé. On trouvera de la même manière 

|o,i| . m . y a= |i>o[ . m!. \d. 

Ces deux équations subsisteraient encore dans le cas où n et n 
auraient des signes contraires, c'est-à-dire si les deux corps m et 
m circulaient en difiFérents sens; mais alors il faudrait donner le 
signe de n au radical \fâ, et le signe de rî au radical \fd. 

Des deux équations précédentes résultent évidemment celles-ci, 

(o, 2) . m .\fa=^ (2, o) . m\\Ja\ [ôTâ] , m . \Ja= [2TÔ] . m. \/â^, 

(i. a) . m.\[cl^= (2, 1) . m". \fâ\ [TTT] . m. ^'= [âTî] . m\ \a, 
etc. 
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56. Maintenant, pour intégrer les équations (/l) du numéro 
précédent, nous ferons 

h= N. ain. [g t -+-€), /=iV.cos. (^fH-€), 

ft'=iV'.sin.(^f-+-€), r=N'.cos.{gt-h€), 
etc. 
en substituant ces valeurs dans les équations [A), on aura 



A'^ = j (o, .) H- (o, a) H-etc. } .N— Iô]T| . N'— EiD . iV'— etc. 
N'g = i (.. o) -h (.. a) -hetc. ) .N'— S.N—\r^. N'— etc. 
N"g = j (a. o) -+- (a. ,) -hetc. j .iV"— EB ' N— ^ . iV'— etc. 
etc. 



(^) 



Si l'on suppose le nombre des corps m, m', m", etc. égal à i, ces 
équations seront en nombre i, et en éliminant les constantes N, 
N\ etc. on aura une équation finale en ^, du degré i, que Ton 
obtiendra facilement de cette manière. 
Nommons ^ ^^ fonction 

N\ m . \/âl \g — (o, i) — (o, a) — etc. j 
-f-iV\m'.Va^. {^ — (1,0) — (i.a) — etc. ( 
-f-etc. 

-i-^N.m.yJa. \ R7] . iV'-f- [^ . iV^-f-etc. } 
-+- 2iV'. m'. V^. { EHl • N"-h (nu . iV"-f-etc. ( 
-h^N'.rn.y/â'.l [71] .iV'-f- etc. } 
-f-etc. 

Les équations [B) se réduisent, en vertu des relations données 
dans le numéro précédent, à celles-ci, 

(w)=°' (J^)=°' (^)=°' «*^- 

en considérant donc JV, N', N", etc. comme autant de variables , 
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(^ sera un maximum. De plus, (p étant une fonction homogène de 
ces variables , de la seconde dimension , on a 

on a donc <p=zOj en vertu des équations précédentes. 

Présentement on peut déterminer ainsi le maximum de la fonc- 
tion (p : on différentiera d*abord cette fonction relativement à N, 
et Ton substituera dans (p, au lieu de iV, sa valeur tirée de Téqua- 

tion |-7^|=:o, valeur qui sera une fonction linéaire des quan- 
tités N\ N\ etc. on aura de cette manière une fonction ration- 
nelle, entière et homogène de la seconde dimension , en N\ N\ etc. 
soit <p^'^ cette fonction. On différentiera <p^^^ relativement à N\ et 
Ton substituera dans <p^'\ au lieu de N', sa valeur tirée de l'é- 
quation |^^J = o : on aura une fonction homogène et de la 

seconde aimension , en N", N", etc. soit 9^*^ c^tte fonction. En 
continuant ainsi, on parviendra à une fonction (p^'—'^ de la se- 
conde dimension, en iV^'~'^ et qui sera, par conséquent, de la 
forme (JY^*""*^)*. A; k étant une fonction de g et de constantes. Si 
Ton égale à zéro la différentielle de ^^'—'^ prise par rapport à 
N^'~'\ on aura fc=o; ce qui donnera une équation en g du de- 
gré i, et dont les diverses racines donneront autant de systèmes 
différents pour les indéterminées iV, iV', N\ etc. l'indéterminée 
jy(i— 1) g^r^ l'arbitraire de chaque système, et l'on aura sur-le- 
champ le rapport des autres indéterminées iV, N\ etc. du même 
système à celle-ci, au moyen des équations précédentes, prises 
dans un ordre inverse, savoir : 






G , etc. 



Soient g, g^^g^^ etc. les i racines de l'équation en g; soient iV, N\ 
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N\ etc. le système des indéterminées relatif à la racine g; soient 
iV,, N'y N^y etc. le système des indéterminées relatif à la racine g, , 
et ainsi de suite: on aura, par la théorie connue des équations 
différentielles linéaires , 

h=N .s\n.[gt+^)+N,.sïr\.[g,t+%,)+N^.sm.[g^t+%^) +etc. 

A=iV'.sin. (^ff+g) +iV/.sin. (^,f+ê,) +iV/. sin. [g^t + €,) +etc. 

K=N\ sin. [gt+^) +iV;.sin. {g^+^^) +N,\ sin. {gj + ê.) +etc. 
etc. 

^f^iy^ty etc. étant des constantes arbitraires. En changeant dans 
ces valeurs de h, Ky h" y etc. les sinus en cosinus, on aura les va- 
leurs de /, ïy l'y etc. Ces différentes valeurs renferment deux fois 
autant d'arbitraires qu'il y a de racines g, giy g%j etc. car chaque 
système d'indéterminées renferme une arbitraire , et de plus il y 
a i arbitraires ê, ê^, ê,, etc. ces valeurs sont par conséquent les 
intégrales complètes des équations [A) du numéro précédent. 

Il ne s'agit plus maintenant que de déterminer les constantes 
N, N,, etc. N'y N',, etc. ê, ê», etc. Les observations ne donnent 
point immédiatement ces constantes, mais elles font connaître, à 
une époque donnée, les excentricités e, e, etc. des orbites, et les 
longitudes tsr, tsr', etc. de leurs périhélies; et par conséquent les 
valeurs de h, h y etc. /, l'y etc. on en tirera ainsi les valeurs des 
constantes précédentes. Pour cela , nous observerons que si l'on 
multiplie la première, la troisième, la cinquième, etc. des équa- 
tions différentielles [A) du numéro précédent, respectivement par 

N.m. sfây N'. m. \fûly etc. on aura, en vertu des équations [B] , et 
des relations trouvées, dans le numéro précédent, entre (0,1) et 
(1,0), (o, 2) et (3,0), etc. 

iV. ^.m.v/^-+-iV'.^'.m'.v/?-hiV'.^'.m".\/?-hetc. 

= ^. { iV. / . m . v/ a"-4- iV'. /'. m'. V^H- iV'. r. w". Vâ'-h etc. ! . 
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Si Ton substitue dans cette équation, au lieu de h, h, etc. /, ï, etc. 
leurs valeurs précédentes, on aura, en comparant les coefficients 
des mêmes cosinus , 

o=N.N,.m. \/â-+- N\ iV/. m.\fcl-^N\ N". rn.\/â"-+- etc. 

G z==z JV. iV.. m . v^-f- iV^ iV/.m\ v^-^iV^ iV;- m\ \/7 + etc^ 
etc. 

Cela posé, si Ton multiplie les valeurs précédentes de h, h\ etc. 

respectivement par N. m . ^a, iV'. m. \/cl, etc. on aura , en vertu 
de ces dernières équations, 

N. mh.sfâ'^'N' . mh\\ft-^N\mh\\/^-h etc. 

= I N\ m. \/â-^iV\ m! . \/7-^iV\ rn. v/ûT'-i- etc. } . sin. (^f-hê ). 

On aura pareillement 

N.ml. \/â-j- N\ m7'. v/ô'-H N\ mT. \/7 -+- etc. 

= { iV\ m , v^^- iV\ m\ v/^' -}- iV'^ m^ v^ -}- etc. j . COS. (^f -4^ 

En fixant Torigine du temps t, à l'époque pour laquelle les valeurs 
de fc, /, h, ly etc. sont supposées connues, les deux équations 
précédentes donnent 

^ N.hm.K/â+N^h'm^sJâ^+N'.h'm^s/â'+etc. 
tang. 6= ^^ ^ ^ . 

7V./m.\/a + /V^/'m^\/a'+A^^Z'^ln^\/7+etc. 

Cette expression de tang. ê ne renferme point d'indéterminée; car 
quoique les constantes N, N\ N\ etc. dépendent de l'indétermi- 
née N^'^^\ cependant, comme leurs rapports à cette indéterminée 
sont connus par ce qui précède , elle disparait de l'expression de 
tang. ê. Ayant ainsi déterminé ê , on aura N^'^'\ au moyen de 
l'une des deux équations qui donnent tang. ê, et Ton en conclura 
le système des indéterminées N, N\ N\ etc. relatif à la racine gf. 

TOXB I. 44 
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En changeant dans les expressions précédentes cette racine sucr 
cessivement en g,^ g^^ g^^ etc. on aura les valeurs des arbitraires 
relatives à chacune de ces racines. 

Si Ton substitue ces valeurs dans les expressions de h, /, h\ l\ etc. 
on en tirera les valeurs des excentricités e , e, etc. des orbites , et des 
longitudes tsr, ^\ etc. de leurs périhélies, au moyen des équations 

e'=h'-hl\ e' -= h' - j- V' , etc. 

tang. ^= jy tang. tïT == -p , etc. 
on aura ainsi 

e^^N'+N,'-hN,'+etc. + 2 NN, . cos. | {g,- g) . f + ê, - € j 

+2iViV,.cos.t(5f,— ^).f+ê,--êj+2iV»A^,.cos.i(^,--^,).f+ê— 6,}+ 

Cette quantité est constamment plus petite que (iV+iV,+iV,+ etc.)*, 
lorsque les racines ^, ^i, etc. sont toutes réelles et inégales, en 
prenant positivement les quantités iV, iV^, etc. On aura pareille- 
ment 

__ N.sm.{gt+e)+N^.sin.{gJ+6,)+Nt.sin.{gJ+e^)+etc. ^ 
^' ""A\cos.(5ff+6)+iV,.cos.(y,/+6,)+A^,.cos.(gf,(+6,)+etc.' 

d'où il est facile de conclure 

tane ftJ at ^]= -^>'S^'^'l(gi---g)'<+^-^l+^vsi^-l(g~g)'^+^~^l+etc. 

^'^ ^ ' N+N,.cos.\{g,'-g)J+e,^6\+N,.cos]{gr-gYt+6^--e\+eic.' 

Lorsque la somme N^-^N^-h etc. des coefficients des cosinus de 
ce dénominateur, pris tous positivement, est moindre que N, 
tang. (tïT— ^f— ê) ne peut jamais devenir infini; l'angle tïT—^t— S 
ne peut donc jamais alors atteindre le quart de la circonférence, 
en sorte que le vrai moyen mouvement du périhélie est, dans ce 
cas, égal à gt. 

57. Il suit de ce qui précède que les excentricités des orbites 
et les positions de leurs grands axes sont assujetties à des varia- 
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tions considérables qui changent, à la longue, la nature de ces 
orbites, et dont les périodes, dépendantes des racines g, g^g^y etc. 
embrassent, relativement aux planètes, un grand nombt'e de 
siècles. On peut ainsi considérer les excentricités comme des el- 
lipticités variables, et les mouvements des périhélies comme n'é- 
tant pas uniformes. Ces variations sont très-sensibles dans les 
satellites de Jupiter, et nous verrons dans la suite qu elles expli- 
quent les inégalités singulières observées dans le mouvement du 
troisième satellite. Mais les variations des excentricités ont-elles 
des limites, et les orbites sont-elles constamment peu différentes 
du cercle? C'est ce qu'il importe d'examiner. Nous venons de 
voir que si les racines de l'équation en g sont toutes réelles et iné- 
gales, Texcentricité e de l'orbite de m est toujours moindre que 
la somme iV-hiVi-hiV,-f- etc. des coefficients des sinus de l'ex- 
pression de h pris positivement; et comme ces coefficients sont 
supposés fort petits, la valeur de e sera toujours peu considérable. 
En n'ayant donc égard qu'aux variations séculaires, on voit que 
les orbites des corps m, m, rn, etc. ne feront que s'aplatir plus 
ou moins, en s'éloignant peu de la forme circulaire; mais les po- 
sitions de leurs grands axes éprouveront des variations considé- 
rables. Ces axes seront constamment de la même grandeur, et 
les moyens mouvements qui en dépendent seront toujours uni- 
formes, comme on Ta vu dans le n'' 54. Les résultats précédents, 
fondés sur le peu d'excentricité des orbites, subsisteront sans 
cesse et pourront s'étendre à tous les siècles passés et à venir; en 
sorte que l'on peut alors affirmer que dans aucun temps les or- 
bites des planètes et des satellites n'ont été et ne seront considé- 
rablement excentriques, du moins si l'on n'a égard qu'à leur ac- 
tion mutuelle. Mais il n'en serait pas de même si quelques-unes 
des racines g, g^, ^,, etc. étaient égales ou imaginaires : les sinus 
et les cosinus des expressions de h, 1, h', l\ etc. correspondants à 
pes racines se changeraient alors en arcs de cercle ou en expo- 

44. 
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nentielles, et comme ces quantités croissent indéfiniment avec le 
temps, les orbites finiraient à la longue par être fort excentri- 
ques? la stabilité du système planétaire serait alors détruite, et 
les résultats que nous avons trouvés cesseraient d'avoir lieu. Il est 
donc très-intéressant de s'assurer que les racines g, ^,, ^,, etc. 
sont toutes réelles et inégales. C'est ce que l'on peut démontrer 
d'une manière fort simple pour le cas de la nature dans lequel 
les corps m, m, m\ etc. du système circulent tous dans le même 
sens. 

Reprenons les équations [A) du n'' 55. Si l'on multiplie la 
première par m.yâ.h, la seconde, par m.\fâ.ly la troisième, 
par m.ya!.h, la quatrième, par m.^a.V, etc. et qu'ensuite 
on les ajoute ensemble, les coefficients de hl, KVy Kl\ etc. 
seront nuls dans cette somme; le coefficient de Kl — hV sera 
[ô7ï].m.\/a — [TTô] . jn. y/g , et il sera nul en vertu de l'équation 
W^^'ni .\[a=^\^.m .\fôï'y trouvée dans le n° 55. Les coefficients 



de h"l — hl\ K'V — liTy etc. seront nuls par la même raison; la 
somme des équations [A] ainsi préparées se réduira donc à l'équa- 
tion suivante : 

( hdh+id i\ /- , (h'dK+vdr\ , /-7 , , 

( jT j.m.ya-hl j- \.m.\ja -h etc. = o, 

et par conséquent à celle-ci, 

o=ede.7n.^a-hede.m.^a-+- etc. 

En intégrant cette équation et en observant que par le n*" 54 les 
demi-grands axes a, a, etc. sont constants, on aura 

c\m.\/a-j-e\m\\/a -f-/\m^Y/a -hetc.==constante. (u) 

Maintenant, les corps m, m', m", etc. étant supposés circuler dans 
le même sens, les radicaux y/a, y/?, \/â^', etc. doivent être pris 
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positivement dans l'équation précédente, comme on Ta vu dans 
le n? 55; tous les termes du premier membre de cette équation 
sont donc positifs , et, par conséquent, chacun d'eux est moindre 
que la constante du second membre; or, en supposant à une 
époque quelconque les excentricités très-petites, cette constante 
sera fort petite; chacun des termes de l'équation restera donc tou- 
jours fort petit et ne pourra pas croître indéfiniment; les orbites 
seront toujours à fort peu près circulaires. 

Le cas que nous venons d'examiner est celui des planètes et 
des satellites du système solaire, puisque tous ces corps circulent 
dans le même sens et qu'à l'époque où nous sommes leurs orbites 
sont peu excentriques. Pour ne laisser aucun doute sur ce résul- 
tat important, nous observerons que si l'équation qui détermine 
g renfermait des racines imaginaires, quelques-uns des sinus et 
des cosinus des expressions de A, Z, h\ l, etc. se changeraient en 
exponentielles; ainsi l'expression de h contiendrait un nombre 
fini de termes de la forme P. c^', c étant le nombre dont le loga- 
rithme hyperbolique est l'unité, et P étant une quantité réelle, 
puisque h ou e.sin.'cr est une quantité réelle. Soient Q.c^*, P'.c^', 
Q.cf\ P^.c-f', etc. les termes correspondants de /, h\ /', h\ etc. 
Q, P\ Q, P", etc. étant encore des quantités réelles : l'expression 
de e' renfermera le terme (P'-t-Q*) .c*-^'; l'expression de e* renfer- 
mera le terme (F'-f-Q'*) . c*/', et ainsi de suite; le premier membre 
de l'équation (a) renfermera donc le terme 

Si l'on suppose que c/* soit la plus grande des exponentielles que 
contiennent h, l, h', /', etc. c'est-à-dire celle dans laquelle /est le 
plus considérable, c*-/^' sera la plus grande des exponentielles que 
renfermera le premier membre de l'équation précédente : le terme 
précédent ne pourra donc être détruit par aucun autre terme de 
ce premier membre; ainsi, pour que ce membre se réduise à une 
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constante, il faut que le coefficient de c"/^ soit nul, ce qui donne 

o = (P+ (?) . m . \/â+ (P V Q') . m. \fd+ [F'-^ Q') . m. \/d'+ etc. 

Lorsque \/â, \fcly yjd\ etc. ont le même signe, ou, ce qui revient 
au même, lorsque les corps m, m\ rn, etc. circulent dans le 
même sens, cette équation est impossible, à moins que Ton ne 
suppose P==o, Q=o, P = o, etc. d'où il suit que les quantités 
h, l, K, Vy etc. ne renferment point d'exponentielles, et qu'ainsi 
l'équation en g ne contient point de racines imaginaires. 

Si cette équation avait des racines égales, les expressions de A, 
/, Ky Vy etc. renfermeraient, comme l'on sait, des arcs de cercle, 
et l'on aurait dans l'expression de h un nombre fini de termes de 
la forme P. t\ Soient Q.t% P'.r, Q. V, etc. les termes correspon- 
dants de /, h! y Vy etc. P, Q, P', Q', etc. étant des quantités réelles; 
le premier membre de l'équation (m) renfermera le terme 



Si r est la plus haute puissance de t que contiennent les valeurs 
de A, ly h! y l\ etc. f'^ sera la plus haute puissance de f, renfermée 
dans le premier membre de l'équation (a); ainsi, pour que ce 
membre puisse se réduire à une constante, il faut que l'on ait 

o = (P-+-(?) . m . v/â-+- [F'-\-Q') . m. \Ja-^ etc. 

ce qui donne P--o, P = o, Q=o, etc. Les expressions de A, 
/, Ky Vy etc. ne renferment donc ni exponentielles ni arcs de 
cercle, et, par conséquent, toutes les racines de l'équation en g 
sont réelles et inégales. 

Le système des orbites de m , m', m", etc. est donc parfaitement 
stable relativement à leurs excentricités ; ces orbites ne font qu'os- 
ciller autour d'un état moyen d'ellipticité , dont elles s'écartent 
peu en conservant les mêmes grands axes : leurs excentricités 
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sont toujours assujetties à cette condition, savoir, que la somme de 
leurs carrés multipliés respectivement par les masses des corps , 
et par les racines carrées des grands axes, est constamment la 
même. 

58. Lorsque l'on aura déterminé, par ce qui précède, les va- 
leurs de é? et de 'CT, on les substituera dans tous les termes des 

expressions de r et ^, données dans les numéros précédents, en 

eflPaçant les termes qui renferment le temps t, hors des signes sinus 
et cosinus. La partie elliptique de ces expressions sera la même 
que dans le cas de l'orbite non troublée, avec la seule différence 
que l'excentricité et la position du périhélie seront variables; mais 
les périodes de ces variations étant fort longues, à raison de la 
petitesse des masses m, m, m\ etc. relativement àiW, on pourra 
supposer ces variations proportionnelles au temps, pendant un 
grand intervalle qui, pour les planètes, peut s'étendre à plusieurs 
siècles avant et après l'époque où l'on fixe l'origine du temps. Il 
est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir sous cette forme 
les variations séculaires des excentricités et des périhélies des 
orbites : on peut facilement les conclure des formules précédentes. 
En effet, l'équation e*=h^-+-l\ donne ede=hdh-\-ldl; or, en 
n'ayant égard qu'à l'action de m, on a, par le n° 55, 

= (o, l)./ Ot 1 ./, 



dt 

-TT ""= (o' • ^H- ElD • '*'> 



partant 



ede 

lu 



o,i 



.|/i7 — /i/'l; 



mais on a Kl — hl!=:^ee.sui. ('cr' — ^m) ; on aura donc 

de 



dt 



ôTî] e . sin. [^' — 'cr). 
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Ainsi, en ayant égard à l'action réciproque des différents corps m', 
T(i , etc. on aura 



de 
lit'' 
de[ 
dt " 

de^ 
If' 

etc. 



0,1 



. e. sin. ["cs' — tsr) -f- [ôTâ] . /. sin. ["&" — ^cs) -+- etc. 



[Tô] . e . sin. (tïT — 'Ct') -+- [TJ] . e\ sin. [^ — ^cs') -t- etc. 
[TTô] . e . sin. [^ — ^ct") -t- [âTT] . c . sin. (tsr' — ^'') -h etc. 



L'équation tang.tïT^ j donne, en la différentiant, 



e*,d^ = l . dh — h . dL 



En n'ayant égard qu'à l'action de m', en substituant, pour dh et 
dl, leurs valeurs, on aura 



e\d 



tar 



dt 



(o. 1) . (A* -4- /* ) — [03 . { hh'-+- lï \ ; 



ce qui donne 



m 



dt 



(o, 1) — [ôTî] . — . COS. ['US — tsr ) ; 



on aura donc, en vertu des actions réciproques des corps m, m', 
m\ etc. 



dtar' 
It 

d'à" 

etc. 



= (0,1) +(0,2) +etc.— 



ôTT] . — . COS. (tsy'— -cr) 



0,2 



. — .COS. [m"—^]—eic. 



= (1,0) +(1,2) +etc. — [ïTô] .-7-, COS. (tïT— tïT') — [TT2] .-^.cos. ('Ct''— tïT')— etc. 



= (2, o) + (2, 1) -h etc. — [2TÔ] . —^ . COS. ('CT — tïT") — [2TÎ] . — j7 . COS. (tsy' 



") — etc. 



0-11 1.* 1* 1 1 a^ de uisr atar 

Dl Ion multiplie ces valeurs de ^, j-, etc. -jt^ -jt^ ^tc- par 
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le temps t, on aura les expressions .difiFérentielles des variations sé- 
culaires des excentricités et des périhélies , et ces expressions , qui 
ne sont rigoureuses que lorsque t est infiniment petit, pourront 
cependant servir pendant un long intervalle relativement aux pla- 
nètes. Leur comparaison avec des observations précises et éloignées 
entre elles , est le moyen le plus exact de déterminer les masses 
des planètes qui n'ont point de satellites. On a pour un temps 

quelconque t, l'excentricité e égale à^ + '-TT"^ ""JT^"^^*^* 

111 CL l X m Â (JL l 

e, ^ , -T— , etc. étant relatifs à l'origine du temps t, ou à l'époque. 

La valeur précédente de -tt donnera, en la différentiant et en ob- 

servant que a, a, etc. sont constants, les valeurs de -7^, ^— , etc. 

on pourra donc continuer aussi loin que Ton voudra la série pré- 
cédente, et, par le même procédé, la série relative à 'us; mais, 
relativement aux planètes, il suffira, dans la comparaison des 
observations les plus anciennes qui nous soient parvenues , d'a- 
voir égard au carré du temps dans les expressions en séries de e, 
e, etc. ^y tzr', etc. 

59. Considérons présentement les équations relatives à la 
position des orbites. Reprenons pour cela les équations (3) et (4) 
du n° 53. 

^ = -i^.«V.B.M9-9'). 

dq m n 



dt 

On a, par le n° 49, 



^,a'a'.B").(p— p). 






on a ensuite, par le même numéro, 

(i) 3.0 1 
h = ZJ.. 
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on aura donc 
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(I) 



m'n 



.a'a'.B'" 






Le second membre de cette équation est ce que nous avons dési- 
gné par (o,i) dans le n" 55; on aura ainsi 

If =(o..).(9'— 9)' 

dq 



dt 



{0,1). [p—p); 



De là il est aisé de conclure que les valeurs de cj, p, q, p, etc. 
seront déterminées par le système suivant d'équations différen- 
tielles : 



dq 
dJ 

dp 
dt 

dq' 
dT 

dp' 
dt 
d£ 
dt 

d£ 
dt 

etc. 



= -1 



.') + 



0,1) + 



.0) + 
.0) + 
.0) + 
.0) + 



o,ï) + etc. 



o,î)+etc. 



I , ») + etc. 
t,ï) + etc. 

î,i) + elc. 
a.i)+etc. 



9 + 



7'+ 



// 



q + 



0,1 



0,1 



1,0 



1,0 



a,o 



2»o 



9 + 



9 + 



9+ 



p*— etc, 
q'+ etc. 
p"— etc. 



«r 



9+ etc. 
p — etc. 



.9' + etc. 



(C) 



/ 



Ce système d'équations est semblable à celui des équations ( A ) 
du n° 55 : il coïnciderait entièrement avec lui si, dans les équa- 
tions [A), on changeait h, l, h\ l\ etc. en (j, p, q\ p\ etc. et si 
Ion supposait (ôTT) = (o,i); [TTô] =(i,o), etc. ainsi lattalyse dont 
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nous avons fait usage dans le n° 56, pour intégrer les équations 
(i4), s'applique aux équations (C). On supposera donc 

q =N .COS. [gt+è) + N,. COS. (^if+ê,) + iV,.cos. (^,f + ê,) + etc. 
p =iV"-sin. [gt+S)+N^.sin. [g,t+è,) + N,.s\n. {g,t+è,) +etc. 
^'=iV'.cos. (^f+ê)+iV/.cos. {gj+ê,) + N,'.cos.{gj-h^,)+etc. 
p=N'. sin. (^ft+êj+iV/- sin. (5f,f+g,) + iV*/.sin. {g,t+è,) + etc. 
etc. 

et l'on aura, par le n'' 56, une équation en g du degré i, et dont 
les diverses racines seront^, g^ g^j etc. Il est facile de voir qu'une 
de ces racines est nulle, car il est clair que l'on satisfait aux 
équations (C), en y supposant p, p, p", etc. égaux et constants, 
ainsi que q, q, q\ etc. ce qui exige que l'une des racines de 
l'équation en g soit zéro, ce qui l'abaisse au degré i — i. Les 
arbitraires iV, iV», N\ etc. ê, êj, etc. se détermineront par la 
méthode exposée dans le n'' 56. Enfin on trouvera, par l'analyse 
du n^ 57, 

const. = (p' -h ^') .m.\/â-h(p'*H-9'*) .rn.\Ja-\-eic. 

d'où l'on conclura, comme dans le numéro cité, que les expres- 
sions de p, q, p, q\ etc. ne renferment ni arcs de cercle ni expo- 
nentielles, lorsque les corps m, m, rn, etc. circulent dans le 
même sens, et qu'ainsi l'équation en ^ a toutes ses racines réelles 
et inégales. 

On peut obtenir deux autres intégrales des équations (C) : en 
eflFet, si l'on multiplie la première de ces équations par m.sja, la 
troisième par m.\fay la cinquième par rn.ya, etc. on aura, en 
vertu des relations trouvées dans le n'' 55 , 

o = -T~ . m .\/a -f- ^ . 7n'.\/a H- etc. 

ce qui donne, en intégrant, 

constante = q .m.^a-\-q. rn.\fa -+- etc. ( i ) 

45. 
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r 

On trouvera de la même manière 

constante =/) . m .\/â-h/>'. m'.\/a-h etc. (2) 

Nommons (^ Tinclinaison de l'orbite de m sur le plan fixe, et 6 
la longitude du nœud ascendant de cette orbite sur le même plan: 
la latitude de m sera, à très-peu près, tang, (^.sin. [nt-h-e — d). 
En comparant cette valeur à celle-ci, ^.sin. (/if+e)— />-cos. (/if+e), 
on aura 

p = tang. (p .sin. 6, ^=tang. (^ «cos. 6; 

d'où l'on tire 

tang.(p=\/p"-4-9S tang.0=^; 

on aura donc l'inclinaison de l'orbite de m et la position de son 
nœud, au moyen des valeurs de p et de (j. En marquant succes- 
sivement d'un trait, de deux traits, etc. relativement à m, rn, etc. 
les valeurs de tang. ^ et de tang. 6, on aura les inclinaisons des 
orbites de m, rn, etc. et les positions de leurs nœuds, au moyen 
des quantités p, q\ p\ (\\ etc. 

La quantité \/^*+^est moindre que la somme iV+ iVi+iV,-r etc. 
des coefficients des cosinus de l'expression de ^; ainsi, ces coeffi- 
cients étant fort petits , puisque l'orbite est supposée peu inclinée 
au plan fixe, son inclinaison sur ce plan sera toujours peu consi- 
dérable; d'où il suit que le système des orbites est aussi stable, 
relativement à leurs inclinaisons, que par rapport à leurs excen- 
tricités. On peut donc considérer les inclinaisons des orbites 
comme des quantités variables comprises entre des limites déter- 
minées, et les mouvements des nœuds, comme n'étant pas uni- 
formes. Ces variations sont très-sensibles dans les satellites de 
Jupiter, et nous verrons, dans la suite, qu'elles expliquent les 
phénomènes singuliers observés dans l'inclinaison de l'orbite du 
quatrième satellite. 
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Des expressions précédentes àe p et (j résulte ce théorème. 

Que Ton imagine un cercle dont Tinclinaison au plan fixe soit 
N, et dont gt-h^ soit la longitude du nœud ascendant; que sur 
ce premier cercle on imagine un second cercle qui lui soit 
incliné iV,, et dont ^fif-hê, soit la longitude de son intersection 
avec le premier cercle; que sur ce second cercle on imagine un 
troisième cercle qui lui soit incliné de iV,, et dont gj-h^^ soit 
la longitude de son intersection avec le second cercle, et ainsi 
de suite ; la position du dernier cercle sera celle de l'orbite de m. 

En appliquant la même construction aux expressions de h et 
de / du n'' 56, on voit que la tangente de l'inclinaison du dernier 
cercle sur le plan fixe est égale à l'excentricité de l'orbite de m, 
et que la longitude de l'intersection de ce cercle avec le même 
plan est égale à celle du périhélie de l'orbite de m. 

60- Il est utile, pour les usages astronomiques, d'avoir les 
variations différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites. 
Pour cela reprenons les équations du numéro précédent : 

tang,9=\//>'-h9*, tang. 9=^. 

En les difFérentiant, on aura 

d(p= dp. sin.d+dq.cos.d, 

i/j dp.cos.O—dq.sin.O 

tang.(p 

Si l'on substitue, pour dp et dq, leurs valeurs données par les 
équations (C) du numéro précédent, on aura 

^ = (o.i)tang.9'sin.(0-9')+(o,a).tang.9".sin.(9-0') + etc. 

-^ = -\ (o,.) + (c) + etc. } +(o.,) . J^^.cos. [d-d) 

+ (o , ,) . l^îM! . COS. (e-d") + etc. 

^ ^ tang.(p ^ ^ 



358 MÉCANIQUE CÉLESTE, 

on aura pareillement 

^ = (. .o) . tang. (^ . sin. (ô'-0) + (. . î) . tang. 9". sin.(ô'-ô'') + etc. 
^' = -{ (.,o) + (..,)+ etc. I +(..o). î^. cos.(ô'-l9) 

etc. 

Les astronomes rapportent les mouvements célestes à l'orbite 
mobile de la terre : c'est , en effet , du plan de cette orbite que 
nous les observons; il importe donc de connaître les variations 
des nœuds et des inclinaisons des orbites relativement à l'éclip- 
tîque- Supposons ainsi que l'on veuille déterminer les variations 
différentielles des nœuds et des inclinaisons des orbites, relati- 
vement à l'orbite de l'un des corps m, ni, rn, etc. par exemple, à 
l'orbite de m. Il est clair que (].sin.[nt-he') — p-cos. [nt-he) 
serait la latitude de m au-dessus du plan fixe s'il était en mou- 
vement sur l'orbite de m. Sa latitude au-dessus du même plan 
est (j'.s\n.[nt-he) — p.cos.[nt-^e); or la différence de ces deux 
latitudes est à très-peu près la latitude de m au-dessus de l'orbite 
de m; en nommant donc ^^' l'inclinaison, et 0' la longitude du 
nœud de l'orbite de m! sur l'orbite de m, on aura, par ce qui 
précède, 

tang. (p;= >^ip'-py^{c,'-<jY, tang.0;= ^. 

Si l'on prend pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque 
donnée, on aura, à cette époque, p=o, 9=0; mais les différen- 
tielles dp et dq ne seront pas nulles; ainsi l'on aura 

d(pl= {dp—dp).sin.6'-]-{d(j'—d(i).cos.6\ 

,^/ (Jp'— dp) . COS. 0'— [dq'-d<i) . sin. 6' 

' tang.^ 
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En substituant, pour dp, dq, dp, dq, etc. leurs valeurs données 
par les équations (C) du numéro précédent, on aura 

^ = j(..,)_(o..)|.tang. f. sin. {d'—&') 

|(. .3) — (0,3)}. tang.(^*. sin. {$'—6') -h etc. 



dO ' 

jf-= — |('.o)-H(«. »)-!-{«. 3)-+- etc.j — (0,1) 



H-t(..3)-(o.3) |. J^.CO8.(9'-0'')^-etC. 

Il est facile de conclure de ces expressions les variations des nœuds 
et des inclinaisons des orbites des autres corps m\ m", etc. sur 
l'orbite mobile de m. 

61. Les intégrales, trouvées précédemment, des équations difie- 
rentielles qui déterminent les variations des éléments des orbites, 
ne sont qu'approchées, et les relations qu elles donnent entre tous 
ces éléments n'ont lieu qu'en supposant les excentricités des orbites 
et leurs inclinaisons fort petites. Mais les intégrales (4) , (5) , (6) 
et (7), auxquelles nous sommes parvenus dans le n** 9, donnent 
ces mêmes rapports, quelles que soient les excentricités et les 

inclinaisons. Pour cela , nous observerons que — ^-rj- — est le 

double de Taire décrite durant l'instant dt, par la projection du 
rayon vecteur de la planète m, sur le plan des x et des y. Dans 
le mouvement elliptique, si l'on néglige la masse de la planète 
vis-à-vis de celle du soleil, prise pour l'unité, on a, par les n~ 19 
et 20, relativement au plan de l'orbite de m. 

Pour rapporter au plan fixe l'aire sur l'orbite, il faut la multi- 
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plier par le cosinus de rinclinaison <p, de l'orbite àxe plan; on 
aura donc, par rapport à ce plan, 



^^^9^=-?-VMï^=v/|§ï' 



on aura pareillement 



dt 



Y i+tang*.(p" 



xd/—ydx i ^ -y- - , 

•^ '^ — ^ ' ^ ' etc. 



Ces valeurs de xdy — ydx, xdy — ydx\ etc. peuvent être em- 
ployées lorsque Ton fait abstraction des inégalités du mouvement 
des planètes, pourvu que l'on considère les éléments e, e\ etc. 
(p, (p', etc. comme variables, en vertu des inégalités séculaires; 
l'équation (4) du n** 9 donnera donc alors 

■ s ^,^' { {x'-x).{dy-dy)-(y^-y).{dx'-dx) ) 

[ dt y 

En négligeant ce dernier terme, qui reste toujours de l'ordre mm\ 
on aura 



m 



f^ÂEîK^rn' , /ZIÎE3 ^^ etc 

• V i+tang«.(p ^ ^ • V i+tang*.(p' ^ ^^^• 



Ainsi, quels que soient les changements que la suite des temps 
apporte aux valeurs de e, e, etc. (p, (p', etc. en vertu des varia- 
tions séculaires, ces valeurs doivent toujours satisfaire à l'équation 
précédente. 

Si l'on néglige les quantités très-petites de l'ordre e* ou e* ^*, 
cette équation donnera 

c = m. \/a -f- m'. \/a -+- etc. 
— |.m.V^.{e"-i-tang*.9|--|.m'.V^'.ie'*-}-tang'.9'}— etc. 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE DEUXIÈME. 361 

et, par conséquent, si 1 on néglige les carrés de e, e', <p, etc. on 
aura m.\/a -h m. sfi-h etc. constant. On a vu précédemment que 
si Ton n'a égard qu'à la première puissance de la force perturba- 
trice, a, à, etc. sont constants séparément; l'équation précédente 
donnera donc, en négligeant les quantités très-petites de l'ordre e\ 
ou e* (p\ 

Dans la supposition des orbites presque circulaires et peu incli- 
nées les unes aux autres , les variations séculaires des excentricités 
des orbites sont, par le n** 55, déterminées au moyen d'équations 
différentielles indépendantes des inclinaisons, et qui par consé- 
quent sont les mêmes que si les orbites étaient dans un même 
plan; or on a, dans cette hypothèse, (p=zo^ ^'=o, etc. l'équa- 
tion précédente devient ainsi , 

const.=:e*. m . ^a-he\ rn .\à! --h e* . rn. ^a-h etc. 

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le n** 57. 

Pareillement, les variations séculaires des inclinaisons des or- 
bites sont, par le n"" 59, déterminées au moyen d'équations diffé- 
rentielles indépendantes des excentricités , et qui par conséquent 
sont les mêmes que si les orbites étaient circulaires; or on a, dans 
cette hypothèse, e=o^ e = Oj etc. partant, on aura 

const.=m.\/a.tang*.9H-'w'.\/a'. tang^^'-f-m^ ^a. tang\^''-f-etc. 

équation à laquelle nous sommes parvenus dans le n"" 59. 
Si l'on suppose , comme dans ce dernier numéro , 

p=iàng. ^.sin.d, ç=tang. (p.cos.0, 

il est facile de s'assurer que, l'inclinaison de l'orbite de m sur le 
plan des x et des y étant (p, et la longitude de son nœud ascen- 

TOM£ I. 46 
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dant, comptée de Taxe des x, étant 6, le cosinus de Tinclinaison 
de cette orbite sur le plan des x et des z sera 



y/i+tang*. ^ 



En multipliant cette quantité par ^ , ^ , ou par sa valeur 

'V* ft ^ ^^ ^ fl^ 

\Ja.[\ — e*), on aura la valeur de ^- ; Téquation (5) du 

n"" 9 donnera donc, en négligeant les quantités de Tordre m\ 




a.(i— e') 

m.Q.K /— -7 — ^ -f-m 

i4-tang*.(p 



^ y i+tang*.(p 



On trouvera pareillement que Téquation (6) du n*^ 9 donne 



ti 



• P . \ / ^ r^ -h m . p . V / — \ -^7 -f- etc. 

f^ y i+tang*.(p ^ y i+tang*.(p' 



Si , dans ces deux équations , on néglige les quantités de Tordre e\ 
ou e\ <p, elles deviennent 



const. = mq . ya -h mcj'.yâ! -hetc. 
const. = mp . \Ja -+- mp. \/â' -f- etc. 



équations auxquelles nous sommes déjà parvenus dans le n** 59. 
Enfin , Téqûation ( 7 ) du n** 9 donnera , en observant que par 

le n** 18, - = — — — — -^^ — ^, et en négligeant les quanti- 
tés de Tordre mm, 



I II 

m m m 

const. = 1 r -\ w -4- etc. 

a a a 



Ces diverses équations subsistent, eu égard aux inégalités à très- 
longues périodes qui peuvent affecter les éléments des orbites 
de m, m', etc. Nous avons observé, dans le n*" 54, que le rapport 
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des moyens mouvements de ces corps peut introduire dans les 
expressions des grands axes des orbites , considérées comme varia- 
bles, des inégalités dont les arguments, proportionnels au temps, 
croissent avec beaucoup de lenteur, et qui, ayant pour diviseurs 
les coefficients du temps t, dans ces arguments, peuvent devenir 
sensibles. Or il est visible qu'en n'ayant égard qu'aux termes qui 
ont de semblables diviseurs, et en considérant les orbites comme 
des ellipses dont les éléments varient à raison de ces termes, les 
intégrales (4)i (5), (6) et (7) du n** 9, donneront toujours les 
relations que nous venons de trouver entre ces éléments, parce 
que les termes de Tordre mm que nous avons négligés dans ces 
intégrales , pour en conclure ces relations , n'ont point pour divi- 
seurs les très-petits coefficients dont nous venons de parler, ou, 
du moins, ils ne les renferment que multipliés par une puis- 
sance des forces perturbatrices, supérieure à celle que l'on con- 
sidère. 

62. Nous avons observé, dans les n*** 21 et 22 du premier 
livre, que, dans le mouvement d'un système de corps, il existe 
un plan invariable, ou conservant toujours une situation parallèle, 
qu'il est facile de retrouver dans tous les temps , par cette condi- 
tion, que la somme des masses du système, multipliées respec- 
tivement par les projections des aires décrites par leurs rayons 
vecteurs, dans un temps donné, est un maximum. C'est principa- 
lement dans la théorie du système solaire que la recherche de ce 
plan est importante, vu les mouvements propres des étoiles et de 
Técliptique, qui rendent très-difficiles aux astronomes la détermi- 
nation précise des mouvements célestes. Si l'on nomme y l'incli- 
naison de ce plan invariable sur celui des x et des y, et II la lon- 
gitude de son nœud ascendant, il résulte de ce que nous avons 
démontré dans les n"*' 21 et 22 du premier livre, que l'on aura 



c' , „ c 



tang.y.sin.n= —, tang. 7. cos. Il = — ; 

46. 
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et, par conséquent, 

m.\/a.(i— c*) . sin. <p . sin. 6 + m'. \/a'.(i — c'*) . sin.^'. sin. ô'+etc. 
tang. y. sin. n = ^z= , : , 

m.ya.(i— e*).cos.^+m'. Ya'.(i— c'').cos.^'+etc. 

m.\/a.(i— c*).sîn.^.cos.fl4-m'. \/a'. (i — c'*).sin.^'.cos.d'+etc. 



tang. y. COS. n = 



m 



. \/a . ( 1 — c*) . COS. (p + m'. \/ a'. ( i — e'*) . cos. ^'+ etc. 



On déterminera facilement , au moyen de ces valeurs , les deux 
angles y et n. On voit que, pour déterminer le plan invariable, 
il faudrait connaître les masses des comètes, et les éléments de 
leurs orbites ; heureusement ces masses paraissent être fort pe- 
tites, en sorte que Ton peut, sans erreur sensible, négliger leur 
action sur les planètes ; mais le temps seul peut nous éclairer sur 
ce point. On peut observer ici que , relativement à ce plan inva- 
riable , les valeurs de p, (j, p, ^', etc. ne renferment point de termes 
constants; car il est visible, par les équations (C) du n** 59, que 
ces termes sont les mêmes pour p, p, p\ etc. et qu ils sont encore 
les mêmes pour ç, q'y q, etc. et comme, relativement au plan in- 
variable, les constantes des premiers membres des équations (i) 
et (2) du n** 59 sont nulles, les termes constants disparaissent, 
en vertu de ces équations, des expressions de p, p, etc. ^, ^', etc. 
Considérons le mouvement de deux orbites, en les supposant 
inclinées Tune à l'autre, d'un angle quelconque; on aura, par le 
n^ 61, 



c =sin. (p. COS. d.m.\Ja. (1 — e*) H- sin. (p'. cos. 0'. m. \Jà.[i — e''), 
c''=sin. 9. sin. B. m . \/a.{i — e')-f-sin. <p\ sin. 0'. ni. \/a.{i — e*). 

Supposons que le plan fixe auquel on rapporte le mouvement des 
orbites soit le plan invariable dont nous venons de parler, et par 
rapport auquel les constantes des premiers membres de ces équa- 
tions sont nulles, comme on l'a vu dans les n*** 21 et 22 du pre- 
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mîer livre. Les angles (p et <p' étant positifs, les équations précé- 
dentes donnent les suivantes : 

m . \/a.{i — e*y . sin. (p=ni. \Jd. (i — ë^) . sin. (p\ 
sin.0= — sin.0', cos.0= — cos.0', 

d'où Ton tire = 0+la demi-circonférence; les nœuds des orbites 
sont par conséquent sur la même ligne; mais le nœud ascendant 
de Tune coïncide avec le nœud descendant de l'autre , en sorte 
que rinclinaison mutuelle des deux orbites est égale à 9 + 9 • 
On a, par le n^ 61, 

c=zm.\Ja[i — e*) . cos. (p -f- rrî. \Jd. (i — ^ . cos. <p'; 

en combinant cette équation avec la précédente, entre sin. <p et 
sin. (p', on aura 



2mc.cos.<p. \Ja. (i — e*)=:c'-4-m*.a. (i — e*) — m\d. (i — e"). 

Si Ton suppose les orbites circulaires, ou, du moins, assez peu ex- 
centriques pour que l'on puisse négliger les carrés de leurs excen- 
tricités, l'équation précédente donnera (p constant: par la même 
raison, <p' sera constant ; les inclinaisons des plans des orbites sur 
le plan fixe, et sur elles-mêmes, seront donc alors constantes, et 
ces trois plans auront toujours une intersection commune. Il en 
résulte que la variation moyenne instantanée de cette intersection 
est toujours la même, puisqu'elle ne peut être qu'une fonction de 
ces inclinaisons. Lorsqu'elles sont fort petites , on trouvera facile- 
ment, par le n® 60, et en vertu de la relation précédente entre 
sin. ^ et sin. (p', que, pour le temps f, le mouvement de cette in- 
tersection est — ! (o» "H (i . o) } . t 

La position du plan invariable auquel nous venons de rappoc- 
ter le mouvement des orbites est facile à déterminer pour un 
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instant quelconque , car il ne s'agit que de partager Tangle de 
Tinclinaison mutuelle des orbites en deux angles <p et ^', tels que 
Ton ait l'équation précédente entre sin. (p et sin. ^'. En désignant 
donc par tsr cette mutuelle inclinaison , on aura 



tang.9= ^ ^ 



m 



.^a.[ 1-— e')+ m'.\Ja', (i— e'*).co8.tBr 
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CHAPITRE VIII. 

SECONDE MÉTHODE D'APPROXIMATION DES MOUVEMENTS CELESTES. 



63. On a vu dans le chapitre ii que les coordonnées des corps 
célestes, rapportées aux foyers des forces principales qui les ani- 
ment, sont déterminées par des équations différentielles du se- 
cond ordre. Nous avons intégré ces équations dans le chapitre m, 
en n'ayant égard qu aux forces principales, et nous avons fait voir 
que, dans ce cas, les orbites sont des sections coniques dont les 
éléments sont les constantes arbitraires introduites par les inté-^ 
grations. Les forces perturbatrices n'ajoutant que de petites iné- 
galités au mouvement elliptique, il est naturel de chercher à ra- 
mener aux lois de ce mouvement le mouvement troublé des corps 
célestes. Si Ton applique aux équations différentielles du mouve- 
ment elliptique, augmentées des petits termes dus aux forces per- 
turbatrices, la méthode d'approximation exposée dans le n** 45, 
on pourra encore considérer les mouvements célestes, dans les or- 
bites rentrantes, comme étant elliptiques; mais les éléments de ce 
mouvement seront variables, et l'on aura leurs variations par cette 
méthode. Il en résulte que les équations du mouvement étant dif- 
férentielles du second ordre , non-seulement leurs intégrales finies, 
mais encore leurs intégrales infiniment petites du premier ordre 
sont les mêmes que dans le cas des ellipses invariables; en sorte 
que l'on peut différentier les équations finies du mouvement el- 
liptique en traitant les éléments de ce mouvement comme cons- 
tants. Il résulte encore de la même méthode que les équations de 
ce mouvement, différentielles du premier ordre, peuvent être 
différentiées en n'y faisant varier que les éléments des orbites et 
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les premières différences des coordonnées, pourvu qu au lieu des 
différences secondes de ces coordonnées on ne substitue que la 
partie de leurs valeurs due aux forces perturbatrices. Ces résul- 
tats peuvent être immédiatement tirés de la considération du 
mouvement elliptique. 

Pour cela concevons une ellipse passant par une planète et par 
l'élément de la courbe qu'elle décrit et dont le centre du soleil 
occupe le foyer. Cette ellipse est celle que la planète décrirait in- 
variablement si les forces perturbatrices cessaient d'agir sur elle. 
Ses éléments sont constants pendant l'instant dt, mais ils varient 
d'un instant à l'autre. Soit donc V=o une équation finie à l'el- 
lipse invariable, V étant fonction des coordonnées rectan^es x, 
j, z, et des paramètres c, c, etc. qui sont fonctions des éléments 
du mouvement elliptique. Cette équation aura encore lieu pour 
l'ellipse variable; mais les paramètres c, c, etc. ne seront plus 
constants. Cependant, puisque cette ellipse appartient à l'élément 
de la courbe décrite par la planète durant l'instant dt, l'équation 
V=o aura encore lieu, pour le premier et le dernier point de cet 
élément, en regardant c, c, etc. comme constants. On peut donc 
différentier cette équation une première fois, en n'y faisant varier 
que X, y, z, ce qui donne 

on voit ainsi la raison pour laquelle les équations finies de l'el- 
lipse invariable peuvent, dans le cas de l'ellipse variable, être dif- 
férentiées une première fois, en traitant les paramètres comme 
constants. Par la même raison, toute équation différentielle du 
premier ordre, à l'ellipse invariable, a également lieu pour l'el- 
lipse variable; car, soit F=o une équation de cet ordre, F étant 

tiT ii-W (l7 

fonction de a:, j, ^> T7 » ^ ^ tt ^t des paramètres c, c, etc. il est 
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clair que toutes ces quantités sont les mêmes pour l'ellipse va- 
riable que pour Tellipse invariable qui coïncide avec elle pendant 
J'instant dt 

Présentement, si nous considérons la planète à la fin de l'ins- 
tant dt ou au commencement de l'instant suivant, la fonction V 
ne variera de l'ellipse relative à l'instant dt, à l'ellipse consécu- 
tive, que par la variation des paramètres, puisque les coordon- 
nées x,y, z, relatives à la fin du premier instant, sont les mêmes 
pour ces deux ellipses; ainsi, la fonction Fêtant nulle, on a 

Cette équation peut se déduire encore de l'équation F=o, eu y 
faisant varier à la fois x, y, z, c, c, etc. car si l'on retranche l'é- 
quation (i) de cette diflFérentielle, on aura l'équation [i). 

En diflFérentiant l'équation (i) on aura une nouvelle équation 
en de, de, etc. qui,'avec l'équation (T), servira à déterminer les 
paramètres e, c , etc. C'est ainsi que les géomètres qui se sont oc- 
cupés les premiers de la théorie des perturbations célestes ont 
déterminé les variations des nœuds et les inclinaisons des orbites; 
mais on peut simplifier cette diflFérentiation de la manière suivante. 

Considérons généralement l'équation diflFérentielle du premier 
ordre F=o, équation qui, comme on vient de le voir, convient 
également à l'ellipse variable et à l'ellipse invariable qui, dans 
l'instant dt, coïncide avec elle. Dans l'instant suivant, cette équa- 
tion convient encore aux deux ellipses, mais avec cette diflFérence, 
que e^c, etc. restent les mêmes dans le cas de l'ellipse inva- 
riable, au lieu qu'ils changent avec l'ellipse variable. Soit V" ce 
que devient F lorsque l'ellipse est supposée invariable; soit F' ce 
que devient cette même fonction dans le cas de l'ellipse variable. 
Il est clair que, pour avoir V", il faut changer dans F les coordon- 
nées X, y, z, qui sont relatives au commencement du premier 

TOME I. 47 
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instant dt, dans celles qui sont relatives au commencement du se- 
cond instant; il faut ensuite augmenter les différences premières 
dx, dy, dz, respectivement des quantités ddx, ddy, ddz, rela- 
tives à fellipse invariable, féléraent dt du temps étant supposé 
constant. 

Pareillement, pour avoir K', il faut changer dans V les coor- 
données Xy y, z, dans celles qui sont relatives au commencement 
du second instant et qui sont encore les mêmes dans les deux el- 
lipses; il faut ensuite augmenter dx, dy, dz, respectivement des 
quantités ddx, ddy, ddz; enfin il faut changer les paramètres 
c, c, etc. dans c-hdc, c-^-dc, etc. 

Les valeurs de ddx, ddy y ddz, ne sont pas les mêmes dans 
les deux ellipses : elles sont augmentées, dans le cas de l'ellipse 
variable, des quantités dues aux forces perturbatrices. On voit 
ainsi que les deux fonctions V" et V^ ne diffèrent qu*en ce que 
dans la seconde les paramètres c, c, etc. croissent de de, de, etc. 
et les valeurs de ddx, ddy, ddz, relatives à fellipse invariable, y 
sont augmentées des quantités dues aux forces perturbatrices. On 
formera donc K' — V\ en différentiant V dans la supposition de 
X, y, z constants, et de dx, dy, dz, e, e, etc. variables, pourvu 
que dans cette différentielle on substitue pour ddx, ddy, ddz, etc. 
les parties de leurs valeurs uniquement dues aux forces pertur- 
batrices. 

Maintenant, si, dans la fonction V — V\ on substitue, au lieu 
de ddx, ddy, ddz, leurs valeurs relatives au mouvement ellîp- 

I» .. 1 dx dy dz , , • 

tique, on aura une tonction aex,y, z, -ry, ^, -rj, e,c, eto. qui, 

dans le cas de fellipse invariable, est nulle; cette fonction est 
donc encore nulle dans le cas de Fellipse variable. On a évidem- 
ment, dans ce dernier cas, F' — V=o; puisque cette équation est 
la différentielle de féquation V'= o : en en retranchant féquation 
V" — V'=o, on aura K' — V"=o. Ainsi Ton peut, dans ce cas, dif- 
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férentier Téquation F'=o, en n y faisant varier que dx, dy, dz, 
c, c, etc. pourvu que Ton substitue, pour ddx, ddy, ddz, les par- 
ties de leurs valeurs relatives aux forces perturbatrices. Ces résul- 
tats sont exactement les mêmes que ceux auxquels nous sommes 
parvenus dans le n** 45, par des considérations purement analy- 
tiques; mais, vu leur importance, nous avons cru devoir les dé- 
duire ici de la considération du mouvement elliptique. Cela posé, 
64. Reprenons les équations (P) du n"* 46, 



G 



G 



ddx fi,x 

IF "^ ~ 

ddy u.y 



daz it.z 



dt* r' 



\dx)' 

(f)-l (^) 



si Ton suppose /J=o, on aura les équations du mouvement 
elliptique, que nous avons intégrées dans le chapitre m. Nous 
sommes parvenus, dans le n*" 18, aux sept intégrales suivantes : 

xdy—ydx , xdz--zdx „ ydz—zdy 

^~ dt ' dt ' ^~ dt 

r. (u [dy*-\-dz*\] ydy.dx zdz.dx 

rf {p^ /dx*+dz*\) xdx.dy zdz.dy \ , x 

o=/+r-|~(-^7^)î+-ï7^+-T7^.J W 



a r 



/dx^-\-dy'+dz*\ 

{—lé — )■ 



Ces intégrales donnant les arbitraires en fonctions des coordon- 
nées et de leurs premières différences , elles sont sous une forme 
très-commode pour déterminer les variations de ces arbitraires. 
Les trois premières intégrales donnent, en les différentiant, et en 



47. 
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ne faisant varier, par le numéro précédent, que les paramètres 
c, c, c y et les premières difTérences des coordonnées, 

, x.ddy—y.ddx , , x.ddz—z.ddx , „ y.ddz—z.ddy 

dc=-^^ ' <^'= Tt ' ^'=- dT-^' 

En substituant, au lieu de ddx, ddy, ddz, les parties de leurs va- 
leurs dues aux forces perturbatrices, et qui en vertu des équations 

différentielles (P), sont ^dt\(^\-^dt\(^^^ 



on aura 



'\ \dx) \dz)\' 



dc=dt 



^'=^^'\^'{iy)-y'{^)\- 



On a vu, dans les n"** 18 et 19, que les paramètres c, c, c, déter- 
minent trois éléments de l'orbite elliptique, savoir, Tinclinaison <p 
de Torbite sur le plan des x et des j, et la longitude 6 de son 
nœud, au moyen des équations 



laing.(p = - , tang. 



c 



c 



et le demi-paramètre a. (i— ^'), de l'ellipse, au moyen de Téquation 

Ces mêmes équations subsistent encore dans le cas de l'ellipse 
variable, pourvu que l'on détermine c, c, c\ au moyen des équa- 
tions différentielles précédentes. On aura ainsi le paramètre de 
l'ellipse variable, son inclinaison sur le plan fixe des x et des j, 
et la position de son nœud. 

Les trois premières des équations [p) nous ont donné, dans 
le n** 19, l'intégrale finie o = cx — cy-hcz; cette équation sub- 
siste encore dans le cas de l'ellipse troublée, ainsi que sa première 
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difiFérence, o^=c.dx — c.dy-hc.dz, prise en regardant c, c, c 
comme constants. 

Si Ton différentie la quatrième, la cinquième et la sixième des 
intégrales (/)), en n'y faisant varier que les paramètres /, y*', /", 
et les différences dx, dy, dz; si l'on substitue ensuite, au lieu de 

ddxy ddy, ddzy les quantités— rff*. ("X")»-^^''- (■;/"")' ""^^*- (■;/"■)' 
on aura 



^(^ydx — xdy).(-^j^ 

df=dx.\x.{^^^-y.{^^^^ 

^(^a,dy—ydx).(-^j^ 

df=dx.\x.{^^-z.^^y^ 

-f- [xdz — zdx) . ^-^j ^ [ydz—zdy] . (^y 

Enfin, la septième des intégrales (/>), différentiée de la même 
manière, donnera la variation du demi-grand axe a, au moyen 
de l'équation 

c/.^=2.diî, 
a 

la différentielle d/{ se rapportant aux seules coordonnées Xy y, z 
du corps m. 

Les valeurs de j\ /', f, déterminent la longitude de la pro- 
jection du périhélie de l'orbite sur le plan fixe, et le rapport de 
l'excentricité au demi-grand axe; car / étant la longitude de cette 

projection, on a, par le n*" 19, 

f 
tang./=^; 
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et e étant le rapport de l'excentricité au demi-grand axe, on a, 
par le même numéro, 

Ce rapport peut encore être déterminé en divisant le demi-para- 
mètre a. (i — e*), par le demi-grand axe a : le quotient retranché 
de l'unité donnera la valeur de e\ 

Les intégrales [p) ont donné, par l'élimination, dans le n** 19, 
l'intégrale finie, o=|xr — h^-^-f^-^fy-^f^* cette équation sub- 
siste encore dans le cas de l'ellipse troublée, et elle détermine, à 
chaque instant, la nature de l'ellipse variable. On peut la diflFé- 
rentier en regardant/, /',y comme constants, ce qui donne 

o = jx rf r -h-fdœ -h-fdy -hfdz. 

Le demi-grand axe a donne le moyen mouvement de m, ou, 
plus exactement, ce qui dans l'orbite troublée, répond au moyen 
mouvement dans l'orbite non troublée; car on a, par le n° 20, 

n=a *.\/fÂ; de plus, si l'on désigne par ^ le moyen mouve- 
ment de m, on a dans l'orbite elliptique invariable d^=ndt : 
cette équation a également lieu dans l'ellipse variable, puisqu'elle 
est différentielle du premier ordre. En la différentiant, on aura 
ddi=dn.dt; or on a 



partant 



an= .a.— = 



jip 3an.dt.dR 



et, en intégrant, 



1=- . f f andt .àR. 



Enfin, on a vu, dans le n® 18, que les intégrales [p] n'équivalent 
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qu'à cinq intégrales distinctes, et qu elles donnent entre les sept 
paramètres c, c, o\fyfyfy et e, les deux équations de condition, 

o=/c— /c-+-/c, 

ces équations ont donc encore lieu dans le cas de Tellipse variable, 
pourvu que les paramètres soient déterminés par ce qui précède : 
on peut d'ailleurs s'en assurer facilement à posteriori. 

Nous venons de déterminer cinq éléments de l'orbite troublée, 
savoir, son inclinaison, la position de ses nœuds, son demi-grand 
axe qui donne son moyen mouvement, son excentricité, et la 
position du périhélie. Il nous reste à déterminer le sixième élé- 
ment du mouvement elliptique, celui qui, dans l'ellipse non trou- 
blée, répond à la position de m à une époque donnée. Pour cela, 
reprenons l'expression de dff du n° 16, 

7 {i+c.cos(i;— «r)}** 

Cette équation, développée en série, nous a donné, dans le nu- 
méro cité, 

ndt=dv.\i'^E^'Kcos.{v — ^) -h E^*l cos. i [v — «) -+- etc. j • 

En intégrant cette équation dans la supposition de e et de tar 
constants, on aura 

fndt-i'e=V'^E^'Ks\n.[v — tar)H .sin. a {v — tarj-f-etc. 

e étant une arbitraire. Cette intégrale est relative à l'ellipse inva- 
riable : pour l'étendre à l'ellipse troublée, il faut qu'en y faisant 
tout varier jusqu'aux arbitraires e, e et ^ quelle renferme, sa 
différentielle coïncide avec la précédente ; ce qui donne 

de = de. l f-^ — j.sm. [v — '^)'-^-t-("3 — J.sm. 2(1; — tarj-f-etc. 
— dftar. |jB^*^cos. (v — t^r) -+-jB^*^cos. 2 (t; — '©j-hetc-l 
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V — t«T est l'anomalie vraie de m, comptée sur l'orbite, et tar est la 
longitude du périhélie , comptée pareillement sur l'orbite. Nous 
avons déterminé précédemment la longitude /de la projection du 
périhélie sur le plan fixe ; or on a , par le n^ 22 , en changeant v 
en t«T, et v en J dans l'expression de v — ê, de ce numéro, 

t!T — € = / — 0-f-tang*.-^9.sin. 2 (/ — 0)-4-etc. 

En supposant ensuite v et v nuls dans cette même expression, 
on a 

îz=zd-{- tangV 1 9 . sin. 2 -f- etc. 
partant 

« = / -l-tang*.Y(p. j sin.20-+-sin. 2 (/ — 6) j -Hetc. 

ce qui donne 

d^^=dl. {1-1-2 tang\y ^.cos. 2 (/ — B) -f-etc. } 

-[-2^9. tang'.yip. j cos. iB — cos. 2 (/ — B) j -\- etc. 

^j^cl(Z ^"?Vf >isin. 20-hsin.2 (/ — B] } -j- etc. 

Ainsi les valeurs dl, dB et d<p étant déterminées par ce qui pré- 
cède, on aura celle de rft^r, d'où l'on tirera la valeur de e/e. 

Il suit de là que les expressions en séries du rayon vecteur, de 
sa projection sur le plan fixe, de la longitude rapportée soit sur 
le plan fixp, soit sur l'orbite, et de la latitude, que nous avons 
données dans le n° 22, pour le cas de l'ellipse invariable, ont 
également lieu dans le cas de l'ellipse troublée, pourvu que l'on 
y change nt en fndt^ et que l'on détermine les éléments de l'el- 
lipse variable par les formules précédentes. Car, puisque les équa- 
tions finies entre r, v, 5, a:, j, z, et fndty sont les mêmes dans les 
deux cas, et que les expressions en séries, du n*" 22, résultent de 
ces équations, par des opérations analytiques entièrement indé- 
pendantes de la constance ou de la variabilité des éléments, il est 
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clair que ces expressions ont encore lieu dans le cas des éléments 
variables. 

Lorsque les ellipses sont fort excentriques, telles que les or- 
bites des comètes, il faut changer un peu l'analyse précédente. 
L'inclinaison (p de l'orbite sur le plan fixe, la longitude 6 de son 
nœud ascendant, le demi-grand axe a, le demi-paramètre a.(i— e*), 
l'excentricité e, et la longitude / du périhélie sur le plan fixe, 
pourront être déterminés par ce qui précède. Mais les valeurs 
de tsT et de rftar étant données en séries ordonnées par rapport aux 
puissances de tang. yip, il faut, pour les rendre convergentes, 
choisir le plan fixe , de manière que tang. ^ (p soit peu considé- 
rable, et ce qu'il y a de plus simple pour cet objet consiste à 
prendre pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque 
donnée. 

La valeur précédente de de est exprimée par une série qui 
n'est convergente que dans le cas où l'excentricité de l'orbite est 
peu considérable; on ne peut donc pas l'employer dans le cas 
présent. Pour y suppléer, reprenons l'équation 

dt.S/fi dv.{i — e*)' 



a' 



^ I i+e.cos. (v — «r) j** 



Si l'on fait i — e=a, on a, par l'analyse du n*" 23, dans le cas 
de l'ellipse invariable , 

T étant une arbitraire. Pour étendre cette équation à l'ellipse va- 
riable, il faut la différentier en ne faisant varier que T, le demi- 
paramètre a. (i — e*), a et t*T. On aura ainsi une équation diflPé- 
rentielle qui déterminera T^ et les équations finies qui ont lieu 
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dans le cas de Tellipse invariable subsisteront encore dans le cas 
de l'ellipse troublée. 

65. Considérons particulièrement les variations des éléments 
de l'orbite de m, dans le cas des orbites peu excentriques et peu 
inclinées les unes aux autres. Nous avons donné, dans le n** 48, 
la manière de développer alors R en série de sinus et de cosinus 
de la forme mk. cos. [int — int-i-A )y k et A étant des fonctions 
des excentricités et des inclinaisons des orbites, des positions de 
leurs nœuds et de leurs périhélies, des longitudes des corps à une 
époque donnée, et des grands axes. Lorsque les ellipses sont va- 
riables , toutes ces quantités doivent être supposées varier confor- 
mément à ce qui précède; il faut, de plus, changer dans le terme 
précédent l'angle int — int, en i.fndt — i.fndt, ou, ce qui re- 
vient au même, en i'^'—i^. 

Maintenant, on a, par le numéro précédent, 

3 
^ = fndt= -.ffandt.dR. 

La différence AR étant prise uniquement par rapport aux coor- 
données X, jy z, du corps m, on ne doit faire varier dans le terme 
mk.cos. [i^' — i^-hA) de l'expression de lî, développée en série, 
que ce qui dépend du mouvement de ce corps; d'ailleurs, R étant 
une fonction finie de a:, j, z, x, y, z, on peut, par le n** 63, 
supposer les éléments de l'orbite constants dans la diff^érence AR ; 
il suffit donc de faire varier i dans le terme précédent, et comme 
la différence de i est ndty on aura im. kndt . sin. ( i^' — i^-hA) , 
pour le terme AR, qui correspond au terme précédent de R. Ainsi, 
en n'ayant égard qu'à ce terme , on aura 



1 uim' * 



.fkndt.sm. (i'?' — i^-hA), 



C =-^^^.fJakn\U\s\n.{n' — i^-hA). 
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Si f on néglige les carrés et les produits des masses perturbatrices, 
on pourra, dans l'intégration de ces termes, supposer les éléments 
du mouvement elliptique constants, ce qui change ^ en nf, et ?' 
ert ntj d'où Ton tire 

- = 7-77-7 — : — v.cos. (iTif — int-hA), 

a (i ,[i n — in ) ^ ^ 

n Ô l TU Cl II m K • / *f f • A \ 

C = T-rr-T r— r;.Sm. l 71 f ITlt-hA). 

fjL.[i n —iny ^ ' 

On voit par là que si ïn — in n'est pas nul , les quantités a et ^ 
ne renferment que des inégalités périodiques, en n'ayant égard 
qu'à la première puissance de la force perturbatrice; or, i et i 
étant des nombres entiers, l'équation iV—i 7i=o ne peut pas avoir 
lieu quand les moyens mouvements de m et de rn sont incom- 
mensurables , ce qui est le cas des planètes , et ce que l'on peut 
admettre généralement, puisque n et n étant des constantes arbi- 
traires susceptibles de toutes les valeurs possibles, leur rapport 
exact de nombre à nombre est infiniment peu vraisemblable. 

Nous sommes donc conduits à ce résultat remarquable, savoir, 
que les grands axes des orbites des planètes et leurs moyens mou- 
vements ne sont assujettis qu'à des inégalités périodiques dépen- 
dantes de leur configuration entre elles, et qu'ainsi, en négligeant 
ces quantités, leurs grands axes sont constants, et leurs moyens 
mouvements sont uniformes : résultat conforme à celui que nous 
avons trouvé par une autre méthode dans le n*^ 54. 

Si les moyens mouvements nt et nt^ sans être exactement com- 
mensurables, approchent beaucoup d'être dans le rapport de i 
à i, le diviseur ïn — in est fort petit, et il peut en résulter, dans 
l et i\ des inégalités qui, croissant avec une grande lenteur, 
pourront donner lieu aux observateurs de penser que les moyens 
mouvements des deux corps m et m ne sont pas uniformes. Nous 
verrons, dans la théorie de Jupiter et de Saturne, que cela est 

48. 
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arrivé relativement à ces deux planètes : leurs moyens mouve- 
ments sont tels, que deux fois celui de Jupiter est, à fort peu 
près, égal à cinq fois celui de Saturne ; en sorte que bn — 211 n'est 
pas la soixante et quatorzième partie de /i. La petitesse de ce divi- 
seur rend très-sensible le terme de l'expression de ^ , dépendant 
de l'angle Snt — int, quoiqu'il soit de l'ordre i — i, ou du troi- 
sième ordre par rapport aux excentricités et aux inclinaisons des 
orbites, comme on l'a vu dans le n° 48. L'analyse précédente 
donne la partie la plus sensible de ces inégalités; car la variation 
de la longitude moyenne dépend de deux intégrations, tandis que 
les variations des autres éléments du mouvement elliptique ne 
dépendent que d'une seule intégration ; il n'y a conséquemment 
que les termes de l'expression de la longitude moyenne qui puis- 
sent avoir le carré [in — in )* pour diviseur : en n'ayant donc égard 
qu'à ces termes qui, vu la petitesse de ce diviseur, doivent être 
les plus considérables, il suffira, dans les expressions du rayon 
vecteur, de la longitude et de la latitude, d'accroître de ces termes 
la longitude moyenne. 

Quand on a les inégalités de ce genre, que l'action de m pro- 
duit dans le moyen mouvement de m, il est facile d'en conclure 
les inégalités correspondantes que l'action de m produit dans le 
moyen mouvement de m'. En effet, si l'on n'a égard qu'à l'action 
mutuelle des trois corps M, m et m', la formule (7) du n** 9 donne 



const.=m. ^^ j^^ i -+-m. ^ /, ^ 

dt* dV 

[mdx+m' dxy+^mdy+m' dyY+[mdz+m' dzj 



{M-hm+m).dr 
2 Mm 2 Mm' 2 mm 



(«) 



Vx»+j'+2' \/^'»+j''+z'' V(^'-^)'+ (7 - J')'+ (2'— - )* 

La dernière des intégrales [p) du numéro précédent donne, en 
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y substituant pour -, l'intégrale 2.fdR, 

dx^+dy*+dz* 2 . (M+m) . , ^ 

— j? — = / — 2 -Z^^- 

Si l'on nomme ensuite K ce qui devient iî, lorsque Ton considère 
l'action de m sur m', on aura 



j^f m\xx->ryy + zz) 



m 



[x'+y'+z^y S/ioi^-ooy+iy-yy+iz'-zy 

dx'+dy'+dz'' _ 2. {M+m) _ , 

la caractéristique différentielle d' ne se rapportant qu'aux coor- 
données Xyjy z du corps m. En substituant , au lieu de jj^ 

dx^+dy^+dz'^ , . 

et de j- , ces valeurs dans l'équation (a) , on aura 

/•jn ' /*3fn X \(mdx+mdxy+(mdy+mdy'Y+(jndz+mdzy\ 

M.fAR+m ./d «=const.- B . [.(M+i+n,yd,- ' 

m* m'* 

H h 



\/x*+y'+z' \/x*+y*+z' 

Il est visible que le second membre de cette équation ne renferme 
point de termes de l'ordre des carrés et des produits des masses m 
et m, qui aient pour diviseur in — in; en n'ayant donc égard 
qu'à ces termes, on aura 

m .fdR H- m\ fà'R = o ; 

ainsi, en ne considérant que les termes qui ont pour diviseur 
[in — in)\ on aura 

îi.ffa'n'dt.d'R' _ m.(M+7w).aV J.ffandt.dR ^ 

M-hm' m\{M+m).an' M+m ' 
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or on a 

._ ^.ffandt.dR o;_ ^.ffa'n'dt.d'R' 

^~ A/+m ' ^~ M+m' ' 

on aura donc 



m 



'. (Afw-m') . an . ^'-hm. (Af-f-m) . aV. ^=o, 



On a ensuite 



fi J^ n JL • 



a 



a'« 



en négligeant donc m et m', vis-à-vis de Af , on aura 
ou 



Ainsi les inégalités de ? qui ont pour diviseur [in — in)* y feront 
connaître celles de ^\ qui ont le même diviseur. Ces inégalités 
sont, comme l'on voit, a£Pectées de signe contraire si n et n sont 
de même signe, ou, ce qui revient au même, si les deux corps m 
et m tournent dans le même sens ; elles sont d'ailleurs dans un 
rapport constant : d'où il suit que si elles paraissent accélérer le 
moyen mouvement de m, elles paraîtront retarder celui de m 
suivant la même loi, et l'accélération apparente de m sera, au re- 
tardement apparent de m', comme m\Ja est à m.ya. L'accéléra- 
tion du moyen mouvement de Jupiter, et le ralentissement de 
celui de Saturne, que la comparaison des observations modernes 
aux anciennes avait fait connaître à Halley, étant, à fort peu près, 
dans ce rapport, je conclus du théorème précédent qu'ils sont 
dus à l'action mutuelle de ces deux planètes ; et puisqu'il est cons- 
tant que cette action ne peut produire dans les moyens mouve- 
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ments aucune altération indépendante de la configuration des 
planètes, je ne balançai point à croire qu'il existe dans la théorie 
de Jupiter et de Saturne une grande inégalité périodique d'une 
fort longue période. En considérant ensuite que cinq fois le moyen 
mouvement de Saturne, moins deux fois celui de Jupiter, est, à 
très-peu près, égal à zéro, il me parut vraisemblable que le phé- 
nomène observé par Halley avait pour cause une inégalité dépen- 
dante de cet argument : la détermination de cette inégalité véri- 
fia cette conjecture. 

La période de l'argument int — int étant supposée fort longue, 
les éléments des orbites de m et de m éprouvent, dans cet inter- 
valle, des variations sensibles auxquelles il est essentiel d'avoir 
égard dans la double intégrale ffa kn^df. sin. [int — int-hA). 
Pour cela, nous donnerons à la fonction /e.sin. [int — int -h- A) , 
laforme Q.sin.[int — int-hi'e — ie)-+-Q'.cos. [int — int-^-ie — le) , 
Q et Q étant fonctions des éléments des orbites, nous aurons 

ainsi 

ffa k n^dV. sin. [int — i n t-^A ) = 

n*a.sm.[i'n't-int+ie'^ie) (^ 2.dQ' S.ddQ à.d'Q' 

[i'n'^iny • i ^ ~ (î'/i'-în) .dt (li'n'^iny.dP "^ [i'n'-^iny.dt' ^ ^'^' 

n'a.cos.[in't-'int+ie'^ie) i^, 2.dQ 3.ddQ' l^.d'Q 

[fn'-iny '\^'^{i'n'^in).dt {i'n'-iny.dl' (i'n'-iny.dt''^ ^*^' 

Les termes de ces deux séries décroissant très-rapidement, vu la 
lenteur des variations séculaires des éléments elliptiques, on peut, 
dans chaque série, s'en tenir aux deux premiers termes. En y 
substituant ensuite, au lieu des éléments des orbites, leurs valeurs 
ordonnées par rapport aux puissances du temps, et ne conser- 
vant que sa première puissance, la double intégrale précédente 
pourra être transformée dans un seul terme de la forme 

[F-^E.t). sin. [int — int-^-A-i-H.t). 

Relativement à Jupiter et à Saturne, cette expression pourra ser- 
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vir pendant plusieurs siècles avant et après l'instant que Ton aura 
choisi pour époque. 

Les grandes inégalités dont nous venons de parler en produi- 
sent de sensibles parmi les termes dépendants de la seconde puis- 
sance des masses perturbatrices. En elFet, si dans la formule 

^= .ffakn\dt\sin.[ïi' — i^-+-il), 

on substitue pour i et l' leurs valeurs 

^t 7V-7 — r-r-.sm. (int — int-\-A]y 

fjL.[in—inY ^ ^ 

, ^i .man*,k \/a . ,-/ / . . ^x 
nt-î 7-77-7 — 7-T->— — .sm. (int — int-t-Ai^ 

il en résultera parmi les termes de l'ordre m* le suivant : 

qi*. m'*.a*.n*.i* \i.m\\/ a'+i\m\/a\ . ,., / • a\ 

— Q ./•/ / — ^— û--^ — ' -sm. 2 [int — int-{-A] 




m .\/a 



La valeur de ^' renferme le terme correspondant qui est au pré- 
cédent dans le rapport de m . y^ à — m. y/dj 



Q , /./ / — 7-rr-.\i.m \/a-hi.m\/a\. / / . sm. a . (int — int-^A). 
SfjL^.[i n—iny ^ ▼ ▼ » m*.a ^ * 

66. Il peut arriver que les inégalités du moyen mouvement les 
plus sensibles ne se rencontrent que parmi les termes de l'ordre 
des carrés des masses perturbatrices. Si l'on considère trois corps 
m, m', m\ circulant autour de Af, l'expression de d/î relative 
aux termes de cet ordre renfermera des inégalités de la forme 
Jt.sin. [int — int-\-int^A)\ or, si l'on suppose les moyens mou- 
vements nty ntj lit tels que in — în-^-in soit une fraction extrê- 
mement petite de /i, il en résultera une inégalité très-sensible 
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dans la valeur de ^. Cette inégalité peut même rendre rigoureu- 
sement nulle la quantité in — ïn-^iriy et établir ainsi une équa- 
tion de condition entre les moyens mouvements et les longitudes 
moyennes des trois corps m, m', m. Ce cas, très-singulier, ayant 
lieu dans le système des satellites de Jupiter, nous allons en dé- 
velopper l'analyse. 

Si Ton prend M pour unité de masse, et si l'on néglige m y m, 
m vis-à-vis de Af, on aura 



1 / 1 " 

w*=r— , n'=^-K, n' 



1 

HZ • 



On a ensuite 

cl^zimndty d^'=ndt, d^'^=ndl; 
partant 

dd{ , \ da ddV 3 .7 da' ddV , „\ da" 

dt ''^ ' a^' dt ~ «•'*'«'.' dt ~ ^'^ ' a"*' 

On a vu, dans le n° 61, que si Ton n'a égard qu'aux inégalités 
qui ont de très-longues périodes, on a 



ce qui donne 



m m m 

constante = 1 r -t — f ; 

a a a 



da I da „ da 

o = m , — T -I- m . — -, — [- m . — wr 
a* a* a * 



On a vu, dans le même numéro, que si l'on néglige les carrés 
des excentricités et des inclinaisons des orbites, on a 



constante = m . \/â -f- m. y/o'-f- rn. \Ja ; 



ce qui donne 



da t da » da" 

o = m . h m . h m . 



\Ja \/a' Sja" 
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De ces diverses équations il est aisé de conclure 

ddl , T da 

dt »•" • a«' 

Enfin, l'équation - =2 .fàR, du n° 64, donne 

-^=2.d/{: 
a* 

Il ne s'agit donc plus que de déterminer djR. 

On a, par le n*" 46, en négligeant les carrés et les produits des 
inclinaisons des orbites, 

R= — '—. COS. [v — v) — m . jr* — 2rr'.cos. [v — v)-hr*\ ' 

m .r 



î^.cos. (v" — v) — rn. \r* — 2rr\cos. [v" — v) -hr"^\ \ 

Si l'on développe cette fonction dans une série ordonnée par rap- 
port aux cosinus de v — v, de v" — v, et de leurs multiples, on aura 
une expression de cette forme, 

R= -^ (r,r)W-hm'. (r,r')(".cos. (w— vj-f-m'. (r,r')'".cos.2 (t.' — y) 

m'. {r,r'Y'K cos. 3 [v — î>) h- etc. 



m" 



4- — . (/•,/)<•' -h m". {r,ryK cos. [v'—v) -hm". {r,r'Y'. cos. 2 {v—v) 

m". (r,/)'". COS. 3 {v—v) h- etc. 



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE DEUXIÈME. 387 

d'où l'on tire 



m 
dr. 



fH — 

2 



~ . ( y ' )+ '^ • ( y ) • COS. (v - v) +m . ( j j . COS. 2 [v-v)+ etc.| 
'\ d r^ '( ' rf l.cos.(i;-p)+m '( j ).cos.2(t;-i;)+etc. 



, ( m'. [t,tY^. sin. (r' — v) -h 2 m'. (r,r')^'^ sin. 2 (v — v) -f- etc. 
'(+ m" (r, r'')^*^ sin. (/ — v) -h 2 m'', (r, r")^*^ sin. 2 (/ — v) -f- etc. 

Supposons, conformément à ce que les observations indiquent 
dans le système des trois premiers satellites de Jupiter, que n — 2 ti' 
et ri — 2 n soient des fractions très-petites de /i, et que leur dif- 
férence (n — 2 7i') — (ti' — 2 n) , ou n — 3 n'-f- 2 /i'', soit incompara- 
blement plus petite que chacune d'elles. Il résulte des expres- 

sions de — et de Sr, du n*" 50, que l'action de m produit dans 

le rayon vecteur et dans la longitude de m, une inégalité très- 
sensible dépendante de l'argument 2 . (/l'f — n f ~h e' — e) . Les termes 
relatifs à cette inégalité ont pour diviseur A.(w' — w)* — n*, ou 
(/i — 2/1'). (3/1 — 27i'), et ce diviseur est très-petit à raison de la pe- 
titesse du facteur n — in. On voit encore, par la considération 
des mêmes expressions, que l'action de m produit dans le 
rayon vecteur et dans la longitude de m' une inégalité dépen- 
dante de l'argument [rit — /if-+-e' — e) et qui, ayant pour divi* 
seur [n — n)*— /i'% ou n.[n — 2/1'), est fort sensible. On voit pa- 
reillement que Faction de vri sur m produit dans les mêmes 
quantités une inégalité considérable dépendante de l'argument 
1 .[nt—nt+ e— e). Enfin on voit que l'action de m' produit dans 
le rayon vecteur et dans la longitude de m" une inégalité consi- 

r 

dérable dépendante de l'argument ni — lît-ht — e'. Ces inéga- 
lités ont été reconnues d'abord par les observations: nous les dé- 
velopperons avec étendue dans la théorie des satellites de Jupiter; 

leur grandeur, par rapport aux autres inégalités, permet de négli- 

49. 
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ger celles-ci dans la question présente. Nous supposerons donc 

5 r = nî.E. cos. i[n t — /i f -4- e' — s ) , 
hv=rn. F\ sin.2 [n t — nt-i-e — e ) , 

8r =m\E\cos.2[nt — nt-h-e" — e')-t-m.G.cos. [nt — nt-h^e — e), 
8v=m\F\sin.i [nt — nt-he' — e'j-hm.Jï.sin. [nt — nt-}-e — e), 
r=m.Cr.cos. [nt — nt-\-e — ej, 

^ tt I TJf • f ff, f,. If t\ 

dv=m. ti .sin. [nt — /if-f-e — e). 

Il faut maintenant susbstituer, dans l'expression précédente de djR, 
au lieu de r, v, r, v, r, v\ les valeurs de a-f-5r,7if-4-e-+-5i;, 
a-hor,7if-f-eH-dî;,a-4-dr,7i f-f-e H-ôt; , et ne conserver que 
les termes dépendants de l'argument n f — 3 nt+ 1 nt+ e — ie + 2 e"; 
or il est facile de voir que la substitution des valeurs de 5 r, 5 v, 
5 r, 5 v\ ne peut produire aucun terme semblable. Il n'en est pas 
ainsi de la substitution des valeurs de 8r et de 8v: le terme 
m. [r,ry'\dv.sm. [v — v) de l'expression de d/î, produit la quan- 
tité suivante, 

c'est la seule quantité de ce genre que renferme l'expression de 

Sr 
àR. Les expressions de — et de 5 r, du n** 50, appliquées à l'ac- 
tion de rn sur m, donnent, en ne conservant que les termes qui 
ont n — 2 n, pour diviseur, et en observant que n est, à très-peu 
près, égal à yfi', 

^ — a' ' 
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on aura donc 

2 ' [ a' \ da' )\ 

X sin. (/if — 3 /i'«-4- 2 /l'f-j- e — 3 e'H- 2 e") =— |.^ 



^' a** 



En substituant cette valeur de — ^ , dans les valeurs -rr— » ^-r^ , et 

ddV dt ' dt ' 

—, — , et faisant, pour abréger, 

€=Y.JCr A2.[a,ay^ — a.l ^ , , — JM— .m.m -4-^.m.m -t- j-y/zi.m , 

on aura , à cause de /i à très-peu près égal à 2 n , et de n à très- 
peu près égal à 2 n, 

-T-^ — ^'^jjr '^^'~dir =^*n\sin.[nt—6.nt+2.ii (+e--3s + 2 e ); 
ou, plus exactement, 
^-3.-^+2.-^=g.n\sin.(^-3.r+2.r+e-3e'4-2e"); 

en sorte que, si l'on suppose 

K=? — 3.r+2.r-f-e — 3e'-f-2e", 

on aura 

ddV /3 , • T/ 
-j— =:6.jn'. sin. V. 

Les moyennes distances a, a, a variant très-peu, ainsi que la 
quantité n, on peut, dans cette équation, considérer ê/i* comme 
une quantité constante. En Tintégrant, on a 

\/c— 26/1*. COS. K 
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c étant une constante arbitraire. Les différentes valeurs dont cette 
constante est susceptible donnent lieu aux trois cas suivants. 

Si c est positif et plus grand que àz2^n\ l'angle K croîtra sans 
cesse, et cela doit arriver si, à l'origine du mouvement, [n—3n+2ny 
est plus grand que do2^n\ (i =}= cos. F), les signes supérieurs ou 
inférieurs ayant lieu suivant que ê est positif ou négatif. Il est 
facile de s'assurer, et nous le ferons voir particulièrement dans la 
théorie des satellites de Jupiter, que ê est une quantité positive 
relativement aux trois premiers satellites de Jupiter; en suppo- 
sant donc zp^zzziTr — F, tt étant la demi-circonférence, on aura 

dt= '^^ 



Y/c + 2ê/i'.cos.tir 

Dans l'intervalle depuis © = 0, jusqu'à tïT=-, le radical 

yc-h2 ê/i^.cos.tïT est plus grand que y 2 êw*, lorsque c est égal ou 
plus grand que 2 ê/i*; on a donc dans cet intervalle, ©>/if .yTl; 
ainsi le temps t que l'angle tîT emploie à parvenir de zéro à Tangle 

droit est moindre que zm. La valeur de € dépend des masses 

m, m, m : les inégalités observées dans les mouvements des trois 
premiers satellites de Jupiter, et dont nous avons parlé ci-dessus, 
donnent, entre leurs masses et celle de Jupiter, des rapports d'où 

il résulte que = est au-dessous de deux années, comme on 

le verra dans la théorie de ces satellites; ainsi l'angle ^ emploie- 
rait moins de deux ans à parvenir de zéro à l'angle droit; or les 
observations des satelhtes de Jupiter donnent, depuis leur décou- 
verte, ^ constamment nul ou insensible; le cas que nous exami- 
nons n'est donc point celui des trois premiers satellites de Jupiter. 
Si la constante c est moindre que ± 2 ê fi*, l'angle V ne fera 
qu'osciller; il n'atteindra jamais deux angles droits si ê est néga- 
tif, parce qu'alors le radical \Jc — 2 ê/i*. cos. V deviendrait imagi- 
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naire; il ne sera jamais nul si ê est positif. Dans le premier cas, 
sa valeur sera alternativement plus grande et plus petite que zéro; 
dans le second cas, elle sera alternativement plus grande et plus 
petite que deux angles droits. Toutes les observations des trois 
premiers satellites de Jupiter nous prouvent que ce second cas 
est celui de ces astres; ainsi la valeur de ê doit être positive re- 
lativement à eux; et comme la théorie de la pesanteur donne ê 
positif, on peut regarder ce phénomène comme une nouvelle 
confirmation de cette théorie. 
Reprenons l'équation 

(iisr 



dt 



\c+2€n*.cos.'Bf 



L'angle ^ étant toujours très-petit, suivant les observations, nous 
pouvons supposer cos.-cr^i — y-'Of*; Téquation précédente don- 
nera, en l'intégrant, 

tar = X.sin. («'V^-hy), 

X et y étant deux constantes arbitraires que l'observation peut 
seule déterminer. Jusqu'ici elle n'a point fait reconnaître cette 
inégalité, ce qui prouve qu'elle est très-petite. 

De l'analyse précédente résultent les conséquences suivantes. 
Puisque l'angle n t — 3 nt-\- 2nt'-he — 3 e'-f- 2 e'' ne fait qu'oscil- 
ler de part et d'autre de deux angles droits, sa valeur moyenne 
est égale à deux angles droits; on aura donc, en n'ayant égard 
qu'aux quantités moyennes, n — 3 71-^-2 n=o; c'est-à-dire que le 
moyen mouvement du premier satellite, moins trois fois celui du second, 
plus deux fois celui du troisième, est exactement et constamment égal à 
zéro. Il n'est pas nécessaire que cette égalité ait eu lieu exacte- 
ment à l'origine, ce qui serait infiniment peu vraisemblable; il 
suffit qu'elle ait été fort approchée, et que n — 3/i'-h2/i'' ait été 
moindre, abstraction faite du signe, que X.7i\/6; et alors l'at- 
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traction mutuelle des trois satellites a suffi pour rendre cette éga- 
lité rigoureuse. 

On a ensuite e — 3 e'H-2 e' égal à deux angles droits; ainsi la 
longitude moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du second, 
plus deux fois celle du troisième, est exactement et constamment égale 
à deux angles droits. En vertu de ce théorème, les valeurs précé- 
dentes de 8r et de èv se réduisent aux suivantes : 

à/ '=:=(mG — m"E'') . cos. [nt — nt-he — e), 
5r'=i(mH — m''F"). sïn. [nt — nt-he — e). 

Les deux inégalités du mouvement de m' dues aux actions de m 
et de m\ se confondent par conséquent dans une seule , et seront 
constamment réunies. Il résulte encore du même théorème que 
ces trois premiers satellites ne peuvent jamais être éclipsés à la 
fois; ils ne peuvent être ensemble vus de Jupiter, ni en opposi- 
tion, ni en conjonction avec le soleil; car les théorèmes précédents 
ont également lieu par rapport aux moyens mouvements syno- 
diques, et aux longitudes moyennes synodiques des trois satel- 
lites, comme il est facile de s*en assurer. Ces deux théorèmes 
subsistent malgré les altérations que les moyens mouvements des 
satellites reçoivent, soit par une cause semblable à celle qui al- 
tère le moyen mouvement de la lune, soit par la résistance d'un 
milieu très-rare. Il est clair que ces diverses causes ne font qu'a- 
jouter à la valeur de , , une quantité de la forme -^— , et qui 

ne peut devenir sensible que par les intégrations; en supposant 
donc V:=Tr — ^, et ^ très-petit, l'équation différentielle en V 
deviendra 

uuisr >a . dd4^ 



di' ' ' dr' 



La période de l'angle n (. \/ê étant d'un très-petit nombre d'années, 
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tandis que les quantités renfermées dans -j— sont, ou constantes, 

ou embrassent plusieurs siècles, on aura à très-peu près, en inté- 
grant Téquation précédente, 

«r=X.sin. (nf.v/ê+y)- j^,' 

Ainsi la valeur de tar sera toujours très-petite, et les équations 
séculaires des moyens mouvements des trois premiers satellites 
seront toujours coordonnées par Faction mutuelle de ces astres, 
de manière que l'équation séculaire du premier, plus deux fois 
celle du troisième, soit égale à trois fois celle du second. 

Les théorèmes précédents donnent entre les six constantes n, n, 
n, e, e\ e\ deux équations de condition qui réduisent ces arbi- 
traires à quatre; mais les deux arbitraires X et y, de la valeur 
de "ts, les remplacent. Cette valeur se distribue entre les trois sa- 
tellites de manière qu'en nommant p, p, p" les coeflBcients de 
sin. {^t-^^-^y) 1 dans les expressions de v, v, v\ ces coefficients 

sont dans le rapport des valeurs précédentes de -^-7, --7-7 et -j— ; 

et de plus, on a p — 3p'-h2p=\. De là résulte, dans les moyens 
mouvements des trois premiers satellites de Jupiter, une inégalité 
qui ne diffère, pour chacun d'eux, que par son coefficient, et qui 
forme, dans ces mouvements, une espèce de libration dont l'é- 
tendue est arbitraire. Les observations ont fait voir qu'elle est 
insensible. 

67. Considérons présentement les variations des excentricités 
et des périhélies des orbites. Pour cela , reprenons les expressions 
de df, df, df trouvées dans le n"* 64 : en nommant r le rayon 
vecteur de m, projeté sur le plan des x et des y; v l'angle que 
cette projection fait avec l'axe des x; et 5 la tangente de la lati- 
tude de m, au-dessus du même plan, on aura 

a:=r. COS. V, y=^r. sin.v, z=zrs; 

TOME I. 50 
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d'où il est facile de conclure 

\dyj J \dxj \dvj 

/dR\ /dR\ , .. (dR\ (dR\ , . (dR\ 



(dR\ (dR\ , ,, . (dR\ . /dR\ {dR\ 

y\Tzr^\d^)=^'-^'^-''''-'\dj)-''-''''''^^^^^ 

On a, de plus, par le n"* 64, 

xdy — ydx=cdt, xdz — zdx=cdtj ydz — zdy=^cdt; 
les équations dîfiFérentielles en/,/',/^, deviendront ainsi, 

^(/=-*'-(§)-^-|(i+*')-<^s.î;.(g)-r5.cos.t;.(^)+..8in.t,.(g)j 
j, ( . (dR\ cos.w (dR\ s.sm.v (dR\\ c'dt /dR\ 

dj= dx.l-^i—dzMi+sj.sin.vA-y-i—n.sin.vA-^i—s.cos.vA-j-U 

/dR\ sin.w /dR\ s.cos.v /dR\) c'dt /dR\ 

^^'•'^ii^j — T-irfïïj — —■ [d;)\-—'[d;y 

[i-hs*).cos.v.[-T-\—rs.cos.v.l-T-\+s.sin.v.l-j-]\ 

I .\ • (^^\ • (àR\ {dR\) 

(i+s').sin.v.i-7-| —rs.sin.r.l-r-i— s.cos.v. (-7- Il 



+cdt. 



df'= dx . 



+ dy. 



+c'dt. 



+c''dt. 



/dR\ sin. » /dR\ s.cos.v /dR\) 
""''■[Tr) -\d^) —'\d7)\ 

(dR\ cos.v /dR\ 5.sin.t; /dR\) 
Trr-i-[d^) — —-[dj)[ 



Les quantités c, c dépendent, comme on Ta vu dans le n** 64, 
de l'inclinaison de Torbîte de m sur le plan fixe, en sorte que ces 
quantités se réduiraient à zéro si cette inclinaison était nulle; 



PREMIERE PARTIE, LIVRE DEUXIEME. 395 

d'ailleurs, il est aisé de voir, par la nature de R, que (-t-| est 

de l'ordre des inclinaisons des orbites : en né^igeant donc les 
carrés et les produits de ces inclinaisons, les expressions précé- 
dentes de df et de df deviendront 

jj- j /dR\ j, ( . /dR\ COS.V /dR\) 

,« , /dR\ , , ( /dR\ sin.t) /dR\) 

^f= '^''\d;;)^'^^'^''''\Tr)--7-\d^)\'^ 

or on a 

dx=d.[r. COS. v); dy=d. (r.sin.r); cdt=xdy — ydx=r*dv, 
on aura donc 

(//*= — jrfr.sin.i;-f-2 rrft;.cos.î;}.|^| — r^dv.sm.v.lj-r\, 

df'= \dr.cos.v — 2rrfv.sîn.î;}.[-T-|-f-r*rfî;.cos.t;,(^|, 

Ces équations seront plus exactes si Ton prend pour plan fixe 
des œ et des j, celui de l'orbite de m, à une époque donnée, car 
alors c, c" et s sont de Tordre des forces perturbatrices; ainsi les 
quantités que Ion néglige sont de l'ordre des carrés des forces 
perturbatrices multipliées par le carré de l'inclinaison respective 
des deux orbites de m et de m. 

Les valeurs de r, dr, dv, l-j-) ^ ( j-)» ^s*^^* visiblement les 

mêmes, quelle que soit la position du point d'où Ton compte les 
longitudes; mais en diminuant v d'un angle droit, sin.t; se change 
dans — COS. V, et cos. v se change dans sin. v; l'expression de dfse 
change par conséquent dans celle de df; d'où il suit qu*ayant 
développé la valeur de df dans une suite de sinus et de cosinus 
d'angles croissants proportionnellement au temps, on aura la va- 
leur de df, en diminuant, dans la première, les angles e, e', ^, 
^, et ô' d'un angle droit 

50. 
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Les quantités f et /' déterminent la position du périhélie et 
l'excentricité de l'orbite; en effet, on a vu, dans le n° 64, que 

tang. i=^, 

/ étant la longitude du périhélie rapportée au plan fixe. Lorsque 
ce plan est celui de l'orbite primitive de m, on a, aux quantités 
près de l'ordre des carrés des forces perturbatrices multipliées 
par le carré de l'inclinaison respective des orbites, 1=^, tsr étant 
la longitude du périhélie sur l'orbite; on aura donc alors 



ce qui donne 



f 
tang. -cT = y^ , 



sm. tîT = •^ , COS. tar — *^ 



\/7+n VfW' 



On a ensuite, par le n" 64, 

ainsi, c et c étant, dans la supposition précédente, de l'ordre des 
forces perturbatrices , y" est du même ordre, et en négligeant les 

termes du carré de ces forces, on aura (x e = \Jf* +f\ Si Ton 

substitue, au lieu de \JJ^+f\ sa valeur (xe, dans les expressions 
de sin. ^, et de cos. ©, on aura 

(xe . sin. "CT =/', (x^ . COS. ^ =^J: 

ces deux équations détermineront l'excentricité et la position du 
périhélie, et l'on en tirera facilement 

f**. ode=fdf-^fdf, f.' e'. d^ =fdf-fdj\ 

En prenant pour le plan des x et des j celui de l'orbite de m, 
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OD a, par les n''' 19 et 20, dans le cas des ellipses invariables, 

a.(i— c*) I r'dv.c.sin. (r— «r) 



d 



1 + c . COS. (v— -or) ' a.(i— e*) ' 

r*dv=a*ndt . yi— 7^; 

et, par le n"^ 63, ces équations subsistent encore dans le cas des 
ellipses variables ; les expressions de df et de df deviendront 
ainsi 

df= , { 2 .cos.r + Y^.cos.tsr+Ye.cos. (tii; — «) j . l-j^ I 

— a*ndt,^ i — e^.sin.v. (^— ) » 

-ha*ndt.\ i — c*.cos. v. (^— ); 
partant 

ed^= . sin. [v — tsr) . j 2 -i-e. cos. [v — «) |. y^j 

H ^>^ . COS. [v-^) . (^^j , 

de = . j 2 .COS. (v — tsy)-h^-f-e.cos*.(t; — ^) j. (77") 

«''^^^ .y r • / \ /^^\ 

^. V i— ^'.sin. {v—^).\^j^j . 

Cette expression de de peut être mise sous une forme plus 
commode dans quelques circonstances. Pour cela, nous observe- 
rons que dr.l-T—\ = dR — rfv.lj— j: en substituant pinir r et 
dr leurs valeurs précédentes, on aura 

r^dv .e.sïn. [v — ^). |^— J=ia. (1— ^*).dR — a. [i-'e*).dv. [-1—) ; 
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or on a 

partant 

a^ndl.sj \ — (?',sin. [v — ©) . (^ — j 

= -i^.dlî-— ^=.ii-l-..cos.(r--i.)j».^^j; 
l'expression précédente de de donnera ainsi 

On peut parvenir fort simplement à cette formule , de la manière 
suivante : on a, par le n" 64, 

dt—y\dx) \dy)~ \dv)' 

mais on a, par le même numéro, c = \(JLa[i — e*), ce qui donne 

I da.^fia[i—e^) ede.\J[ia ^ 

partant 

, andt.Sj i—e^ (dR\ . ,x da 

ede= ^ . (-7- I -ha. (i — e*) . — -; 

fi \dv / ^ ' 2a* 

on a ensuite, par le n° 64, 



{ida 



--^d/î; 



on aura ainsi pour ede la même expression que ci-dessus. 

68. Nous avons vu, dans le n"* 65, que si Ton néglige les 
carrés des forces perturbatrices , les variations du grand axe et 
du moyen mouvement ne renferment que des quantités pério- 
diques dépendantes de la configuration des corps m, m\ m\ etc. 
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entre eux. Il n'en est pas ainsi des variations des excentricités et 
des inclinaisons : leurs expressions différentielles contiennent des 
termes indépendants de cette configuration, et qui, s'ils étaient 
rigoureusement constants, produiraient, par l'intégration, des 
termes proportionnels au temps, qui rendraient à la longue les 
orbites fort excentriques et très-inclinées les unes aux autres: 
ainsi, les approximations précédentes, fondées sur le peu d'excen- 
tricité et d'inclinaison respective des orbites, deviendraient insuf- 
fisantes et même fautives. Mais les termes constants en apparence, 
qui entrent dans les expressions différentielles des excentricités et 
des inclinaisons, sont fonctions des éléments des orbites, en sorte 
qu'ils varient avec une extrême lenteur, à raison des changements 
qu'ils y introduisent. On conçoit qu'il doit en résulter, dans ces 
éléments, des inégalités considérables, indépendantes de la con- 
figuration mutuelle des corps du système, et dont les périodes 
dépendent des rapports des masses m, m', etc. à la masse M. Ces 
inégalités sont celles que nous avons nommées précédemment 
inégalités séculaires, et que nous avons considérées dans le cha- 
pitre VII. Pour les déterminer par cette méthode, reprenons la 
valeur de df du numéro précédent , 

j/. andt ( . 1 / \ 1 fdH\ 

df= —zznz . 2 .COS. r+ve.cos. trr + T^.cos. (2r — «) . l-i— I 

— a*ndt.^ 1 — e*.sin.i;. (-1—) 

Nous négligerons, dans le développement de cette équation, les 
carrés et les produits des excentricités et des inclinaisons des or- 
bites; et, parmi les termes dépendants des excentricités et des 
inclinaisons, nous ne conserverons que ceux qui sont constants: 
nous supposerons ensuite, comme dans le n** 48, 

r= a . ( 1 -f- u ) , r == a . ( I -1- u ' ) , 
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Cela posé, si Ton substitue pour R, sa valeur trouvée dans le 
n° 48; si Ton considère ensuite que Ion a par le même numéro, 

\dr J r \da ) ^ '' \^«/ 

enfin, si l'on substitue, au lieu de u , ii^', v , et v', leurs valeurs 
— ^.cos.(/if+e — tar), — e. cos. (nf+e' — tar'), 2^.sin.{nf+e — lar), 
et 2e. sin.(/i'f+e'— tar'), données par le n°22; en ne conservant 
que les termes constants parmi ceux qui dépendent de la pre- 
mière puissance des excentricités des orbites, et en négligeant les 
carrés des excentricités et des inclinaisons, on trouvera 



dada! 



jr am'ndt . ( /dA^')\ , . /ddA^'^\ ) 

4-am naf.e .sm.tsr . I il ^'^ +Y a . I ^— j+ya . I yT-l+T 

— am'ndt.^A i.A^^+Y^-i'j — ) -sin.ji (/i'« — /if+e'— e)+/if+e|; 

le signe intégral 2 s'étendant dans cette expression, comme dans 
la valeur de /î du n° 48 , à toutes les valeurs entières positives 
et négatives de i, en y comprenant même la valeur i=o. 

On aura, par le numéro précédent, la valeur de df, en dimi- 
nuant dans celle de df, les angles e, e', tïT et tsr' d'un angle droit; 
d'où l'on tire 

,., am'ndt ( /(/A^n , . {ddA^'^\ ) 

, I, , M>im 1 /dA^'^\ 1 ^fdA^'^\,i f(ddA^^)\ 

-(^rnndt.e.cos.^Y^+\a.[^-^y^^ 

i /dA^^\ ) 

-i-amndt.Jl. ^'•^^'^+T«-( d^) -cos. ji(/i'f-7if+e'-e)+n(+e)j. 
Nommons , pour abréger, X la partie de l'expression de df ren- 
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fermée sous le signe S , et F la partie de l'expression de df 
renfermée sous le même signe. Faisons , de plus , comme dans le 
n» 55, 



(o..) 



0,1 



m 



'■^'--«•••(r)-i--(4^)l' 



2 

m .n 



observons ensuite que le coefficient de e dtsiu.^', dans l'expres- 
sion de df, se réduit à [ôTî], lorsque Ton y substitue, au lieu des 
difiFérences partielles de i^'^ en a , leurs valeurs en différences par- 
tielles relatives à a; enfin, supposons, comme dans le n** 50, 

e . sin. ^=h, e. sin. tar '= A', 
e • COS. tîT= /, e. COS. ^'= l ; 

ce qui donne, par le numéro précédent, y=(x/,y=(x A; ou sim- 
jp\emenif=l,f=h, en prenant pour unité de masse M, et né- 
gligeant m, eu égard à M; nous aurons 



dh 
dt 

a 

dt 



(o, i) . l 

(o, i) . h 



0,1 



o»i 



.ï -huïïi n . Y y 



. h — arnn . A. 



De là il est aisé de conclure que si l'on nomme [Y) la somme des 
termes analogues à amn.Y, dus à l'action de chacun des corps 
m, rn, etc. sur m; si l'on nomme pareillement (A) la somme des 
termes analogues à — amn.X, dus aux mêmes actions; enfin, si 
l'on marque successivement d'un trait, de deux traits, etc. ce 
que deviennent les quantités (A), [Y), h et l, relativement aux 

51 
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corps m, m, etc. on aura le système suivant d'équations difiFéren- 
ti elles, 



{(o. .)H-(o.»)-hetc.}./ — M./' — 1^./"— etc.-i-(y). 



j(o. i)-i-(o. O-H etc.j.A-t-^ .A'-i-[^ .A'-f-etc. -|-(A), 



j(.,o)-h(..!.)-hetc,|.r— [ITô]./ — Elîl.r — etc.-4-{r), 



j(i, o) -+-(i, a) -f- etc. j . /l'-f- [Tô] . A H- [773 . A" H- etc. -+- {X') , 



dh 
dt ' 
dl 

dt ~ 

dk^ 

dt '' 
dV_ 
dt '' 

etc. 



Pour intégrer ces équations, nous observerons que chacune des 
quantités h, l, h', f, etc. est formée de deux parties : l'une dépen- 
dante de la configuration mutuelle des corps m, m, etc. l'autre 
indépendante de cette configuration et qui renferme les varia- 
tions séculaires de ces quantités. On aura la première partie, en 
considérant que si l'on n'a égard qu'à elle seule, h, l, h', V, etc. 
sont de l'ordre des masses perturbatrices, et, par conséquent, 
(o, 1) . A, (o. 1) . /, etc. sont de l'ordre des carrés de ces masses; en 
négligeant donc les quantités de cet ordre, on aura 



dh 
dt 

dt 






dl 
dt 

dV_ 

dt 



(A'), etc. 



partant 



h=f{Y).dt, l=f{X).dt, h'=/{Y').dt, etc. 

Si l'on prend ces intégrales en n'ayant point égard à la variabi- 
lité des éléments des orbites, et que l'on nomme Q ce que de- 
vient alors f[Y) .dt; en nommant SQ la variation de Q due à 
celle des éléments, on aura 

f{Y).dt=Q-pQ; 
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or Q étant de Tordre des masses perturbatrices, et les variations 
des éléments des orbites étant du même ordre, 5Q est de Tordre 
des carrés de ces masses; ainsi, en négligeant les quantités de cet 
ordre, on aura 

/{Y)M=Q. 

On peut donc prendre les intégrales/(y) .dt,f{X).dt,f{Y').dt, etc. 
en supposant les éléments des orbites constants, et regarder en- 
suite ces éléments comme variables dans les intégrales; on aura 
ainsi, d'une manière fort simple, les parties périodiques des ex- 
pressions de h, l, h!, etc. 

Pour avoir les parties de ces expressions qui renferment les iné- 
galités séculaires, on observera qu'elles sont données par Tintégra- 
tion des équations dîfiFérentielles précédentes privées de leurs der- 
niers termes (7), [X), etc. car il est clair que la substitution des 
parties périodiques de h, /, h', etc. en fera disparaître ces termes. 
Mais en privant ces équations de leurs derniers termes, elles re- 
tombent dans les équations différentielles (^4) du n** 55, que nous 
avons considérées précédemment avec beaucoup d'étendue. 

69. Nous avons observé, dans le n** 65, que si les moyens 
mouvements nf et nt des deux corps m et m sont, à fort peu près, 
dans le rapport de i à i, en sorte que in — in soit une très-petite 
quantité, il peut en résulter dans les moyens mouvements de ces 
corps des inégalités fort sensibles. Ce rapport des moyens mou- 
vements peut aussi produire des variations sensibles dans les 
excentricités des orbites et dans la position de leurs périhélies. 
Pour les déterminer, nous reprendrons Téquation trouvée dans 
le n^ 67 : 



fi \dv ) fi 

Il résulte de ce que nous avons dit dans le n° 48, que si Ton 

51. 
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prend pour plan fixe celui de l'orbite de m à une époque donnée, 
ce qui permet de négliger dans jR Vinclinaison (p de l'orbite m sur 
ce plan , tous les termes de Texpression de jR dépendants de Tangle 
i'nt — int seront compris dans la forme suivante, 

m li. COS. [int — int-^i e — le — g^cs — gis — g ); 

i, i\ g y g y g étant des nombres entiers tels que Ton a o:=^i-'i—g—g—g\ 
Le coefficient k a pour facteur e^.e^\[idJi^.\(^'Y\ g, g, g" étant 
pris positivement dans ces exposants : de plus, si Ton suppose i 
et i positifs, et i plus grand que i, on a vu, dans le n^ 48, que les 
termes de R qui dépendent de l'angle int — int sont de l'ordre 
i — i, ou d'un ordre supérieur de deux, de quatre, etc. unités; 
en n'ayant donc égard qu'aux termes de l'ordre i' — i, k sera de 
la forme e^. e^'. (tang. y (p')^". Q, Q étant une fonction indépendante 
des excentricités et de l'inclinaison respective des orbites. Les 
nombres g, g, g\ renfermés sous le signe cos. sont alors positifs; 
car si l'un d'eux, g y par exemple, était négatif et égal à — fy k serait 
de rordre/H-^'-+-^"; mais l'équation o=i' — i — g — g — g\ donne 
f-+- g-h g'=i — i-^-iJ; ainsi k serait d'un ordre supérieur à 
i — iy ce qui est contre la supposition. Cela posé, on a, par le 

n*' 48, {-T-A = (-^|, pourvu que dans cette difiFérence partielle, 

on fasse e — tsr, constant; le terme de I-;/-), correspondant au 

terme précédent de jR, est donc 

m. [î-^g) .k.sm.{int — int-hi'e — ie — gts — g^as' — g'Q')- 

Le terme correspondant de dU est 

m .ink.dt. s\n. [int — int-{-ie — le — gis — gis — g u ]; 

en n'ayant donc égard qu'à ces termes, et en négligeant e* vis-à- 
vis de l'unité, l'expression précédente de ede donnera 

de^= .^^— .sm. [int — int-{-ie — le — gis — gis — g u j; 
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or on a 



gk 



^.e^-..V(tang.±9r.Q=(^); 



on aura donc, en intégrant, 

fW •Cire I CL h \ I *l t ' *t t * t I it i\i \ 

e= ' .., ,_. x 'I^I .COS. (i/if— ï/if+ie— le— 5f«— ^tsT— ^ d ). 

Maintenant, la somme de tous les termes de jR, qui dépendent 
de Tangle int—int, étant représentée par la quantité suivante, 

m.F.sin.[int—int+ie — i e]+ m.F . cos. [int—int+ie — iej; 

la partie correspondante de e sera 

m\an {/dP\ . /v /. • ^ v / • \ [ dP'\ f*f , . •/ / • \ 

m — r-T . -1— • sm. u 71 t—int+i e — ie)+ -î — 1 .cos. (i n <— z/if+i e —lej 

|ùt.(in — i/i) (\«^ / ^ ^ \a^ / ^ ^ 

Cette inégalité peut devenir fort sensible si le coefficient in— in 
est très-petit, comme cela a lieu dans la théorie de Jupiter et de 
Saturne. A la vérité, elle n'a pour diviseur que la première puis- 
sance de in — in, tandis que Finégalité correspondante du moyen 
mouvement a pour diviseur la seconde puissance de cette quan- 
tité, comme on Ta vu dans le n*" 65; mais [-i~) et (^ — | étant 

d'un ordre inférieur à P et F, l'inégalité de l'excentricité peut 
être considérable, et même surpasser celle du moyen mouvement 
si les excentricités e et e sont très-petites; nous en verrons des 
exemples dans la théorie des satellites de Jupiter. 

Déterminons présentement l'inégalité correspondante du mou- 
vement du périhélie. Pour cela reprenons les deux équations 

II* (l* 

auxquelles nous sommes parvenus dans le n"* 67. Ces équations 
donnent 

df=r^de. COS. ^ — (xeJtsT.sin.tsT; 
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ainsi, en n'ayant égard qu'à l'angle ïnt'-int+ïe!—ie'-g^—g^'-^''B\ 



on aura 



dfz=m.andtA'jA.cos.'Ui.s\ïi.[int'-int+i^ 

— jx^eZtîT.sin.tîT. 
Représentons par 

— m.andt. 1 ( j-j +^1. cos. (iVf — int+ i'e — ie-'g'&—g'&'—g''6') , 



la partie de ^edts, qui dépend du même angle; on aura 
df=m'. andt. ( j- )+t^' • sin. [in't-in t+ie'—ie—^— i )'B—g''us'-(fB') 

Il est aisé de voir par la dernière des expressions de àj, données 
dans le n® 67, que le coefficient de ce dernier sinus a pour fac- 
teur e^^\e^W^VL^.\(^'Y ; M est donc d'un ordre supérieur de deux 

unités à celui de (^); ainsi, en le négligeant vis-à-vis de (-7-), 
on aura 

. (-7-1 .COS. \int — i/if-f-ie — le — gm — g'ts — g ), 

pour le terme de ed'cs, qui correspond au terme 

m/c.cos. [int — i/if-hie — le — g^us — g'cs — g u J, 

de l'expression de lî. Il suit de là que la partie de « qui corres- 
pond à la partie de jR, exprimée par 

m P. sin. [int —int+ ie — i e) + m P. cos. [ïnt —int + ie — i e ) , 

est égale à 

m .an {fdP\ ,-, , - ^ -, r • \ ( dP'\ . /v /. • ., v / • \) 
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on aura donc ainsi, d*une manière fort simple, les variations de 
Texcentricité et du périhélie dépendantes de Tangle int—int+ie—ie. 
Elles sont liées à la variation C du moyen mouvement qui y cor- 
respond, de manière que la variation de l'excentricité est 



in\dedt)' 



et la variation de la longitude du périhélie est 



( 



i'n'-in) /dt\ 
^în.e '\de/' 



La variation correspondante de l'excentricité de l'orbite de m, 
due à l'action de m, sera 

1 { ddV \ 

^i'n'.e"\de'dt)' 

et la variation de la longitude de son périhélie sera 



( 



i'n'-in) /dV\ 



m.^a 



et comme on a, par le n** 65, ?'= ^-^. ?, ces variations 

m'.y/âJ 

seront 



m.\J^ / dd{ \ [i'n''-in).m.\fî U{\ 



Lorsque la quantité in—in, est fort petite, l'inégalité dépendante 
de l'angle int—int en produit une sensihle dans l'expression du 
moyen mouvement parmi les termes dépendants des carrés des 
masses perturbatrices; nous en avons donné l'analyse dans le 
n"* 65. Cette même inégalité produit dans les expressions de de 
et de rfuT des termes de l'ordre du carré de ces masses, et qui, 
n'étant fonctions que des éléments des orbites, ont une influence 



de=— 
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sensible sur les variations séculaires de ces éléments. Considérons, 
en effet, l'expression de de dépendante de l'angle ïnt—int. On a, 
par ce qui précède, 

m'.an.dt [fdP 



-7— I . COS. (iVf— mf+i'e'— le)— [ -1 — j. sin. (iVf— mf+i'e'— le) 

Par le n° 65, le moyen mouvement nt doit être augmenté de 

7:7-7 — :-t; — . jP.cos. [int— int+ie—ie) —F .sin. [in t—int+ie—ie)\, 

et le moyen mouvement nt doit être augmenté de 

. — ^^--. \P. COS. [int— int+ie—ie)—P .sm.lint-int+ie—ie)\ 

(zTi— l7ï)^/x m. y a 

En vertu de ces accroissements, la valeur de de sera augmentée 
de la fonction 

3m\a*.in\dt , . 1 i—f -, . /~i ( n ( dP\ jv (dP\] 

. i.m.Va+i.m.Va . P. -j— 1-F.(-T- , 

2^\v/;^.(iv-in)« ^ ^ ^ M \^^/ \rf^/) 

et la valeur de rftsr sera augmentée de la fonction 

^m.a\in\dt. .. /.rr, v . r-, {nfdP\ r^, ( dP\] 
a iùt*.y a .(i 71 — i;i)*.e t \ "^ / \ "^ / ) 

On trouvera pareillement que la valeur de de sera augmentée de 
la fonction 

et que la valeur de rftsr' sera augmentée de la fonction 



n.a\\fâ.in\dt ,. / , r? . v ^T) \j^ (dP\ . 7v/dP'\) 
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Ces différents termes sont sensibles dans la théorie de Jupiter et 
de Saturne et dans celle des satellites de Jupiter. Les variations 
de e, e, tsr, et 'cr', relatives à Tangle int—int, peuvent encore 
introduire quelques termes constants de Tordre du carré des masses 
perturbatrices, dans les différentielles de, de, rfuT et dW, et dépen- 
dants des variations de e, e, tsr et tsr', relatives au même angle; il 
sera facile d y avoir égard par l'analyse précédente. Enfin il sera 
facile, par notre analyse, de déterminer les termes des expres- 
sions de e, UT, € et ut', qui, dépendants de Tangle int—int+ie'—ie, 
n'ont point in—^in pour diviseur, et ceux qui, dépendants du 
même angle et du double de cet angle , sont de Tordre du carré 
des forces perturbatrices. Ces différents termes sont assez consi- 
dérables dans la théorie de Jupiter et de Saturne pour y avoir 
égard : nous les développerons avec Tétendue qu ils exigent, lors- 
que nous nous occuperons de cette théorie. 

70. Déterminons les variations des nœuds et des inclinaisons 
des orbites, et, pour cela, reprenons les équations du n"* 64, 



•K(ij)-^-(^)!' 

•r\dy) ^'[dz)]' 



dc=dt 



dc=:dt 



Si Ton n a égard quà Taction de m', la valeur de R, du n° 46, 
donne 

/dR\ fdR\ , , , ,, ( 1 1 

y '\-ï—\—x.[-j-)=m .\xY—XY \.\ r » 

/dR\ /dR\ ,. , ,, ( I 1 

''\'d^~y'Vdi)='^-^y'' y^'n — ^' — i ^ 1 • 

\ayj \azj ((aj'.+y.^.^'.) . ^^x'-xY+iy'-yyMz'-zyy} 

TOME I. 52 
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Soit maintenant 



c c 



les deux variables p et 9 détermineront, par le n'' 64, la tangente 
de rinclinaison (^ de Torbite de m et la longitude 6 de son nœud, 
au moyen des équations 

tang. (p = \/iJ*-h 9* , tang. 6=^. 

Nommons p, q, p", q\ etc. ce que deviennent p et q, relative- 
ment aux corps m, m", etc. on aura, par le n*" 64, 

z=qy — px, z=qy — px, etc. 
La valeur précédente de p, difiFérentiée , donne 

dp 1 idc^—pàc) 

rfT"" c'j di y 

en substituant, au lieu àe dû et de de, leurs valeurs, on aura 

:ï7=?--i(7-7l-J7+(p--p)-^j)- 



On trouvera pareillement 

Si l'on substitue pour a;, j, x^y, leurs valeurs r.cos.v, r.sin.v, 
r.cos.v, r.sin.v; on aura 

(7 "7 ) -jt'-^ {p-p)'^y= y^) • ^'- 1 ^^^- (^'+v) -cos- (^'-^')l 

+ 1^ — ^1 .rr. I sin. (v'+v)— sin. [v —v)\^ 
[p—p) .a)x+{q — q).xy=:l^ — ^| .rr. { cos. (v +v)+cos. {v — v)\ 



3 i Y 



+ 



l- — ^J .rr. \ sin. (v+vj+sin. {v — v) }. 
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En négligeant les excentricités et les inclinaisons des orbites, 
on a 

r=a, v=nt-+-e, r=a\ v=nt-^e\ 

ce qui donne 



on a de plus , par le n** 48 , 

- = I . S. fi^'l COS. i {nt -nt+ e- e) ; 



{ a»— 2 aa. ces. (n'f— nf+e— e)+a'*} • 



le signe intégral 2 s'étendant à toutes les valeurs entières , posi- 
tives et négatives de i, en y comprenant la valeur i=o; on aura 
ainsi, en négligeant les termes de Tordre des carrés et des pro- 
duits des excentricités et des inclinaisons des orbites , 

= ^^ ^^K ^^ . \cos.{n t+nt+ e + e) - COS. {nt-nt+ e- e) \ 
4- ^^ ~^' . -^ . { sin. (n f + nt + e'+ e) - sin . {nt — nf + e - e) j 
+i2^^.m'aa'.S.B"l{cos.[(i+i) (n'f-n<+e'-e)]-cos.[(i+i) (n'f-nf+e'— ej+anf+ac] j 
_^(£_Z2.).TO'.aa'.S.5"lisin.[(i+i) (n'f-w(+e'-e)]-sin.[(i+i) (n'f-ni+e'-ej+anf+ae] j, 

—^ — ri J__ |çQ3^ ^/l'^^/if+e'+ej + cos, (/i7 — wf+e'— e) j 



2c a 



(a — a] m (i t . f , / \ • , , / \ i 

- — ^.— 7r-{sm-(/i«+wf4-e + e)+sm. (/If— ttf+e — e) j 



2c a 



+^^ .m'.aa. S.fi^'l|cos.[(t+i) (/i'(-n/+e -e)]+cos. [(i+j) (/i'f-ii«H-e'-e)+2nf+2e]} 
"•" A^^ .m'.aa'.S.fi"\J8in.[(j-f-i) (/i'f-nf+e'-e)]+sin.[(j+i) {nt-nt+t'-e)+int+ie]\. 



52. 
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La valeur i = — i , donne dans Texpression de ^ , la quantité 
constante ^^~^' . m. ad. jB^ "*^; tous les autres termes de l'expres- 
sion de -ïj sont périodiques : en désignant par P leur somme , et 
observant que jB^~*^ = jB^'^, par le n^ 48, on aura 

dt hc 

On trouvera, par le même procédé, que, si Ton désigne par Q la 
somme de tous les termes périodiques de l'expression de ^ , on 



aura 



^ = t=E),m'.aa'.B^^^-^Q. 
dt 4c 

Si l'on néglige les carrés des excentricités et des inclinaisons des 
orbites, on a, par le n"" 64, c=\/fjtâ; en supposant ensuite jx= i 

on a 7iV=i, ce gui donne c = — ; la quantité — '—j-^ devient 

^' ^«V n»^ an ^ 4c 

amsi y , ce qui, par le n*" 59, est égal à (o.i); on aura 



ainsi 



^=(o..).(7'-7)-hP. 

H suit de là que si l'on désigne par (P) et [Q) la somme de toutes 
les fonctions P et Q, relatives à l'action des différents corps m, 
rn, etc. sur m; si l'on désigne pareillement par (F), (Q'), (F'), 
((/), etc. ce que deviennent (P) et (Q), lorsque l'on y change 
successivement les quantités relatives à m, dans celles qui sont 
relatives à m, m", etc. et réciproquement; on aura, pour déter- 
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miner les variables p, q, p, (j\ p\ (j\ etc. le système suivant d'é- 
quations différentielles , 

ÉP- 
dt ~" 

dq 

dt~ 

d£__ 
dt ~ 

K — 

dt ~ 

etc. 



j(o.i)-h(o,ï)-f-etc.j .^-+-(0, 
j(o,»)-f-(o,»)-f-etc.J .p — (o, 
{ (i , o) -h (i . ») -f- etc. j . 9'-f- (1 , o 
j(i.o)-h(i,j)-t-etc.{ .p — (1,0 



.9'-f-(o,j).9''-f-etc.-f- (P), 
.p — (o. a). p' H- etc. -h (Q), 
.q -h (>,»). 9' -f- etc. -f- {F) , 
.p — (...). p'— etc. -h (Q'), 



L'analyse du n" 68 donne pour les parties périodiques de p, (j, 
p, q', etc. 

p=f{P).dt, ci^f[Q).du 

p = f[P).dt, (j'=f{Q).dt, etc. 

On aura ensuite les parties séculaires des mêmes quantités, en 
intégrant les équations différentielles précédentes, privées de leurs 
derniers termes (P), (0), (P'), etc. et alors on retombera dans 
les équations (C) du n"* 59, que nous avons considérées avec 
assez d'étendue pour nous dispenser de revenir sur cet objet. 
71. Reprenons les équations du n** 64, 

d'où résidtent celles-ci, 



tang.0=^, 



C c 

— =tang.(p.cos.0, — =:tang.0.sin.0. 
En les différentiant , on aura 

d.t3Lng.(p= -. \ de. COS. 6 -\- de .s\n.6 — de. tang.(^ {, 

* 

rf6-tang.(p =1^- . { de". cos. 6 — de. sin. 6 j. 



de 
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Si l'on substitue dans ces équations, au lieu de -jr , -yr-» -rj-, leurs 

, /dR\ /dR\ /dR\ /dR\ /dR\ /dR\ ^ 

valeursy.(^^j-a;.^^yj, z.^^^j-or.^^j.z.^^j-j'.^j^j, et, 

au lieu de ces dernières quantités, leurs valeurs données dans le 
n"* 67 ; si Ton observe de plus que 5=tang.(p. sin (t; — 6) ; on aura 

jx ^ dt.taine;.(p. cos.lv— 6) ( /dR\ . , ^. /dR\ , ^. 

rf.tang.(p= ^ ^ .^j^.(^^j.sln.(t;-0)+(^^j.cos.M) 

_(i±^'.eos.(„-9).(^). 

.ung.^= ^'■'^'^■'^fC-O) ■[r.(^)..iB.M)+(g).eos.M) 

-^— ^.sm.(t;-0).^^j. 

Ces deux équations différentielles détermineront directement l'in- 
clinaison de Torbite et le mouvement des nœuds. Elles donnent 

sin.(î; — 0).rf,tang.(p — dB. cos.{v — 0).tang.(p=o; 

équation qui peut se déduire encore de celle-ci, 

s ==z tang. (p. sin. [v — 0) ; 

en effet, cette dernière équation étant finie, on peut, par le n"" 63, 
la différentier, soit en regardant ^ et comme constants, soit en 
les traitant comme variables , en sorte que sa différentielle prise 
en ne faisant varier que (p et est nulle ; d'où résulte l'équation 
différentielle précédente. 

Supposons maintenant que le plan fixe soit extrêmement peu 
incliné à l'orbite de m, en sorte que nous puissions négliger les 
carrés de s et de tang. ^; on aura 

d . tang.9 = — ^. COS. {v—e).(^j , 
rf6.tang.9=— -I.sin.(t;— 0).^^j; 



partant 
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en faisant donc comme précédemment, 

p=tang.(^.sin.0, ^=tang.<p.cos.0; 

on aura, au lieu des deux équations différentielles précédentes, 
les suivantes, 

j dt . /dR\ 

dp = - -.sin.v.{jjj; 

or on a 5 = ^.sin.i; — pcos. v, ce qui donne 

(dR\_i_ /dR\ (^\^ L- (^\. 

\dsj sm.v'\dqj'' \dsj cos.v'\dpJ^ 

j dt fdR\ 

J dt /dR\ 

'^P=-T'[d^)- 

On a VU , dans le n"* 48 , que la fonction R est indépendante de la 
position du plan fixe des x et des j; en supposant donc tous les 
angles de cette fonction rapportés à l'orbite de m, il est visible 
que R sera fonction de ces angles et de Tinclinaison respective 
des deux orbites, inclinaison que nous désignerons par (p\ Soitô' 
la longitude du nœud de Torbite de m sur l'orbite de m, et suppo- 
sons que mk.[iaing.(piy.cos.{int — int'+'A — g.dl) soit un terme 
dejR dépendant de l'angle int — intf on aura, par le n"* 60, 

tang.(p \ sin.6'=p — p, tang.^/. cos.0 = q — q; 
d'où l'on tire 
(tang.?;)..,in.j«;= W-^+iP-P)-Sr'\'-\jf,--l)-{f'-p)-\r'i'^ 

2\/— 1 
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En n'ayant donc égard qu'au terme précédent de iî, on aura 

(dJi\ 
j-\=—g. (tang. 9/)^~'. m'k. COS. j int — int-hA — {g — i) 0'j. 

Si l'on substitue ces valeurs dans les expressions précédentes de dp 
et de dq, et si Ton observe que Ton a , à très-peu près , c = — ; 

on aura 

P^ J^'i^^i'-^in) • (^^''S- <?;)'""^- si«- { int— int -H A — [g—i)B;\, 

">= ^[ij'n'-^in) ' (^^'^g' ^^')'""'' ^^^" \i'v[t—int-\- A — {g—i)e;\. 

En substituant ces valeurs dans Féquation 5=^.sin.î; — p.cos. v, 
on aura 

Cette expression de s est la variation de la latitude correspondante 
au terme précédent de R : il est clair qu elle est la même, quel que 
soit le plan fixe auquel on rapporte les mouvements de m et de m, 
pourvu qu il soit peu incliné au plan des orbites ; on aura donc 
ainsi la partie de l'expression de la latitude que la petitesse du 
diviseur iV — in peut rendre sensible. A la vérité, cette inégalité 
de la latitude ne renfermant ce diviseur qu'à la première puis- 
sance, elle est, sous ce rapport, moins sensible que l'inégalité 
correspondante de la longitude moyenne, qui renferme le carré 
de ce diviseur; mais, d'un autre côté, tang. (p^ s'y trouve élevé à 
une puissance moindre d'une unité; remarque analogue à celle 
que nous avons faite dans le n** 69, sur l'inégalité correspondante 
des excentricités des orbites. On voit ainsi que toutes ces inéga- 
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lités sont liées entre elles et à la partie correspondante de jR, par 
des rapports très-simples. 

Si Ton différentie les expressions précédentes de pet de 9, et si, 

dans les valeurs de ^ et de ^, qui en résultent, on fait croître 

les angles nf et rît des inégalités des moyens mouvements dé- 
pendantes de l'angle iiît — inty il en résultera, dans ces dif- 
férentielles, des quantités qui seront uniquement fonctions des 
éléments des, orbites, et qui peuvent influer d'une manière sen- 
sible sur les variations séculaires des inclinaisons et des nœuds, 
quoique de l'ordre des carrés des masses perturbatrices; ce qui 
est analogue à ce que nous avons dit, dans le n*" 69, sur les va- 
riations séculaires des excentricités et des aphélies. 

72. Il nous reste à considérer la variation de la longitude e de 
l'époque. On a, par le n*' 64, 

rfe=ae.j(--i — j.sm. [y — «j -+-Y.I-7— j.sm. 2 [y — tsTj-f-etc. 

— rftsT.jjE^'^cos. [y — tsr) -j-È^^^cos. 2 [y — trr)-t-etc.j; 

en substituant pour E^^\ E^*\ etc. leurs valeurs en séries ordon- 
nées suivant les puissances de e, séries qu'il est facile de conclure 
de l'expression générale de E^^ du n** 16; on aura 

de=—2de.sïn.{v—^)+2€.d't3.cos.[v—^) 

+ede. j Y+Y^'+etc. } .sin.2 (v— «)— e^c/tar. j y+^e'+etc. j .cos.2 (v— tar) 
—e^de. \ i+etc. j .sin. 3 (v— t3r)+e\ drs. j 1 +etc. } . cos. 3 (u— tar) 
+etc. 

Si l'on substitue, pour de et ed^y leurs valeurs données dans le 
n^ 67, on trouvera, en ne portant la précision que jus^'aux 
quantités de l'ordre e* inclusivement, 

dQ= — .\/i — e*.{2 — Y^.cos. (v— tsT)+^'.cos. 2 (^— 'CJ)!-(-7-) 

andt . / \ ( 1 / \j /^^\ 
.g.sm. (v— tsT) . i+ie.cos. (v— 'CT .l-T-l. 
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L'expression générale de de contient des termes de la forme 
m k.ndt. COS. [int — ini-\-A)^ et par conséquent l'expression de e 

en contient de la forme ., ,' '. .smAint—int+A]'. mais il est fa- 

in— in ^ ' 

cile de se convaincre que le coefficient /c, dans ces termes, est de 
Tordre ï — i., et qu ainsi ces termes sont du même ordre que ceux 
de la longitude moyenne, qui dépendent du même angle. Ceux- 
ci ayant pour diviseur le carré de \n — //i, on voit que Ton peut 
négliger à leur égard les termes correspondants de e, lorsque 
iV — in est une très-petite quantité. 

Si, dans les termes de l'expression de c/e, qui sont uniquement 
fonctions des éléments des orbites, on substitue, au lieu de ces 
éléments, les parties séculaires de leurs valeurs, il est clair qu'il 
en résultera des termes constants et d'autres termes affectés des si- 
nus et des cosinus des angles dont dépendent les variations sécu- 
laires des excentricités et des inclinaisons des orbites. Les termes 
constants produiront, dans l'expression de e, des termes propor- 
tionnels au temps et qui se confondront avec le moyen mouve- 
ment de m. Quant aux termes affectés de sinus et de cosinus, ils 
acquerront par l'intégration, dans l'expression de e, de très-petits 
diviseurs du même ordre que les forces perturbatrices; en sorte 
que ces termes étant à la fois multipliés et divisés par ces forces, 
ils pourront devenir sensibles, quoique de Tordre des carrés et 
des produits des excentricités et des inclinaisons. Nous verrons 
dans la théorie des planètes que ces termes y sont insensibles; 
mais ils sont très-sensibles dans la théorie de la lune et des sa- 
tellites de Jupiter, et c'est de ces termes que dépendent leurs équa- 
tions séculaires. 

On a vu, dans le n*' 65, que le moyen mouvement de m a pour 
expression -.Jfandt.ARj et que si Ton n'a égard qu'à la pre- 
mière puissance des masses perturbatrices, dfi ne renferme que 
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des quantités périodiques. Mais si Ton considère les carrés et les 
produits de ces masses, cette différentielle peut contenir des 
termes qui sont uniquement fonctions des éléments des orbites. En 
y substituant, au lieu de ces éléments, les parties séculaires de 
leurs valeurs, il en résultera des termes affectés des sinus et des 
cosinus des angles dont dépendent les variations séculaires des 
orbites. Ces termes acquerront, par la double intégration, dans 
l'expression du moyen mouvement, de très-petits diviseurs qui 
seront de l'ordre des carrés et des produits des masses perturba- 
trices, en sorte qu'étant à la fois multipliés et divisés par les car- 
rés et les produits de ces masses, ils pourront devenir sensibles, 
quoiqu'ils soient de l'ordre des carrés et des produits des excen- 
tricités et des inclinaisons des orbites. Nous verrons encore que 
ces termes sont insensibles dans la théorie des planètes. 

73. Les éléments de l'orbite de m étant déterminés par ce qui 
précède, on les substituera dans les expressions du rayon vecteur 
de la longitude et de la latitude, que nous avons données dans le 
n° 22 : on aura ainsi les valeurs de ces trois variables au moyen 
desquelles les astronomes déterminent la position des corps cé- 
lestes. En réduisant ensuite ces valeurs en séries de sinus et de 
cosinus, on aura une suite d'inégalités dont on formera des tables, 
et l'on pourra ainsi calculer avec facilité la position de m à un 
instant quelconque. 

Cette méthode, fondée sur la variation des paramètres, est très- 
utile dans la recherche des inégalités qui , par les rapports des 
moyens mouvements des corps du système, acquièrent de petits 
diviseurs, et par là deviennent fort sensibles. Ce genre d'inéga- 
lités affecte principalement les éléments elliptiques des orbites; 
en déterminant donc les variations qui en résultent dans ces élé- 
ments, et en les substituant dans l'expression du mouvement el- 
liptique, on aura de la manière la plus simple toutes les inégali- 
tés que ces diviseurs rendent sensibles. 
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La méthode précédente est encore utile dans la théorie des co- 
mètes : nous n'apercevons ces astres que dans une très-petite partie 
de leur cours, et les observations ne font connaître que la partie 
de l'ellipse qui se confond avec Tare de Torbite qu'elles décrivent 
pendant leurs apparitions; ainsi, en déterminant la nature de 
l'orbite considérée comme une ellipse variable, on aura les chan- 
gements que cette ellipse subit dans l'intervalle de deux appari- 
tions consécutives de la même comète; on pourra donc annoncer 
son retour et, lorsqu'elle reparaît, comparer la théorie aux ob- 
servations. 

■ 

Après avoir donné les méthodes et les formules pour détermi- 
ner, par des approximations successives, les mouvements des 
centres de gravité des corps célestes, il nous reste à les appliquer 
aux dififérents corps du système solaire; mais l'ellipticité de ces 
corps influant d'une manière sensible sur les mouvements de plu- 
sieurs d'enlre eux, il convient, avant que d'en venir aux applica- 
tions numériques, de nous occuper de la figure des corps célestes, 
dont la considération est d'ailleurs aussi intéressante par elle- 
même que celle de leurs mouvements. 
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